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CAPITOLUL1

MATRICE. DETERMINANTL
SISTEME DE ECUATH LINIARE

§ 1. MATRICE

1. Si se efectueze operatiile:
2
211

2 1y 3
a3 1 0.:b) 13];t:) —4
01

ARTIANE
_of 8 g ;

- [CDSID - sin(p)"
€) .

sing  cosQ

} 744 (15 20} (3 -z).
Raspuns: ) 19 4 3} ;b) {0 oo v, g

3 3 4

b (1 n] ) [cos(mp) -—sin(mp)]‘

Q1

2, Sit se calculeze f{A) pentru:

21 1
a) )=x"=x-1 sl A=I3 1 2|;
I -1 0

2 P
b} fx)=x"—5x+3 si A=[_ 3 3];

1 o1
c) Mx)=x +2x+1 i A=[2 1 2]
' ~1 4 1

sin(ng) cos(ng)




0 a @
3. Fie f{x)=x—4x+4. Dach A=| | 0 1| si se determine a astfel fncit:
- 101
3 4 -1
flay=1-3 3 -3|. - Respuns: g==1.¢
“3 —1 1 T
4. Gasili toate matricele care comutd cu matricea A:
1 2 11 L oo
S N e ;) A=0 10
REEEE PR
Iy y
Raspuns: a) X= _y x-2y =(x~y)tyA,; b) X'* =(x-y)a+yA
x ¥ D .
c) X= u v 0.

3t-3x-u t-3y-v 2t

5. 84 se piiseascd matricea X= [_xy ﬂ, x,yeR, astfel ineit: X—4X+13L=0 .

Raspuns: x=2 ;, y=13. s
6. S& se rezolve ecuatiile:

el )02
R CRPY R CRY R R I
oy )3
YR M T o)
Rdspuns: a) Xm%[_z :3 ; b} X:[l 0):12. _

7. 8i se rezolve sistemul;

I 8 -7
X-Y=|~2 3 4
5 2 1
3 9 -6
4X-Y=[~1 4 7
A1 3
Indicaie: scizind din prima ecuafie pe cea de-a doua inmultits cu 2 se obﬁﬁe
1 2 -1
matricea X = 0 1 2| Substituind pe X in cea de-# doua ecuatie
11 o . i
I -1 2
gisimY={1 0 1.
2 -1 1

8. Se numeste urma unel matrice pitratice A = (u ,j)lsi_sn , notatd Tr(A), suma

1wl

elementelor de pe diagonala pnnclpa!a Tr(A) = Za,, . 53 se arate ci:

a) Tr{A+B=Tr{AHTH{B)

1) Tr{oA)oTr{A)

¢} Tr(A- B)-—Tr(B A)

d) Te(B-A-B-)=Tr(AY

oricare ar fi B matrice inversabila.

9. Sise demonstrcze i eéahtatea A.B-B.A=] este imposibila {I find matricea
unitage).
Indicayie: se aplici exercmul 8 punctele &) 5i ¢).

10. Demonstrati c& o matrice care comuti cu 0 matrice diagonald, cu elementele
diagonale distincte doui ciite doud, este ea ins&si o matrice diagonala.

a, 0 .. 0
" 0 a . . 0 T
Indicatie: Fie A = . 8=, i, Lje{1.2,...,n}.
AL 4,7
z:'Il bl! R l}ln
by by . . by
B= _ C=AB=B-A.
bul [ bm}

i
isjsn

Dar A Bb(a b )mm 5i B-A =(ajhu)}5,§n., deci c;j=aib.;=ajbu = by(ai—a;)=0 = by=0
5jsn
pentru i .

11. O matrice pitratich se numeste scalard daci. este diagonald §i daci toate
elementele diagonalei sunt egale intre ele. Folosind exercitiul precedemt s& se
demonstreze fema fui Schur: Daci o matrice piitratick A comutd cu toate matricele
pittratice de acelasi ordin, atunci A este o matrice scalard.

12. O matrice piitratici A se nunieste trivmghiulard superior dack my~ 0, pentru
i»j. Anpalog, o matrice pdtratici A se numegte friunghinlard inferior daci a; = 0,
pentru i<j. Demonstrafi ¢ produsul matricelor triunghiulare superior (respectiv
inferiar) de acelagi ordin este o matrice triunghiulark superior (respecti\} inferior).
Indicatie: A= (ﬂn)Ismn §i B= (bu)}snsn cu a.,wo §i by=0 pentru
. sien

1sise

i»j.c; = Zalkl:),‘J dar ay=0 pentru 1>k §i bkj =0 pentru k>j, deci c=0 pentru i>j,
k=

13. O matrice pitratici de ordin n se numeste sfochasticd dac suma elementelor
fiechrei linii este egald cu 1. Daca, in plus, suma elementelor fiecirei coloare este
egalil cu 1, matricea se numegte bistochastica.

Demonstrati ci:




i
%

a) Produsul matricelor stochastice este o matrice stochasticii;

b) Produsul matricelor bistochastice este o matrice bistochastici,

n

1
14. S3 se calculeze: lim

B

, aeR.

- iR

n
a
Indicatie: Notdnd ne 1g@ |, pefo,n/2) matricea devine:

o 7

1 a [1 a:)i ( coshg sinngp)
i =1+~ . AR S
- E 1 n —SINAP  COSHE,
n _

limita primului factor fiind 1, iar limngp = alim—- = a.

=g
Rispuns: (co.scz- smmJ.
~ SO CO#G
82, DETERMINANTI
1. S& se demonstreze identititile:
a  2ab B
a) |8 a° 2ab=(a3 +b’)z;
2ab b a4
a*  2ab B
b} lac ad+bc bd)=(ad - be)*;
¢ 2ed d°
ab(c-d) cd(a-b) ac-bd
)| a c 1 |=0.
. 2. Siize ca!culeze.deierminan;ii:
11 1) ) )
8l o o undew=cost+fsinTJr;
1 & @ G
1 .1 @
2. .
b}[1 1 undew&ms%#s_in%:;
w: o 1 . o
B

1+cosee t+sing ]

¢) [1-sine l+cose 1.

1 1 1
Raspuns: a) —3if3 ,b) 3,0 L

- 3. Sasecalculeze determinantii:

12 3
1 0 0 -1 3 -1 5 2 b 1 2
2-347:‘11)207 o2
Az 4 5 9{> "3 1 2 0 02
—4 -5 6 1 5 -4 1 3 I

Raspuns: 8) 216 ; b} -106 ; ¢) -1L

4, Si se rezolve ecustiile:
1 2 3 4 1 2 3 4

4
-1 4 (+1 2 143 _o
" 3’ =00 441 5+t

|, 3 5-17 1 1 3t
2 3 4 1 1 -3 -4 -5

i 1 2 3
1 2-x* 2 3 |

¢} : 5 =0.
2z 3 1
2 3 1 9-%°

Raspuns: g) -2,-1,1,2 b) 0,-1; ¢ -2,-1, 1, 2.

5. Si se calculeze urmitorii determinanti :

cos™ @ cosieg . . . cosg 1
xi x 1 b cos™ @, cos™igy . ... COS@ ]
a oy 1 . -
# ozl cos™ @, cos™@, . . . cos@, 1
1 1 .o 1
sing, sme, . - - smf,,
¢) [sin’@ sin’@ . . . SP
: ao -
sin"l g, sin"'@, . . . S0 @
a {a-9" ... la-A)"
n-1
™ (@-" . (a-n)
d) . 3
a a-1i .. . 4a-n
1 1 S i

[ S L

— B L) e LA




I 1 1 N 1
x, +1 X, +] X, +1 Lo x,+1
e) | x¥ +x, € +x, +x, ... xiex,
X x x el T x? T
Indicatie: se reduc la calculul unor determinanti Fandermonde. e) se scade linia

intdi din linia a doua; in determinantul obtinut se scade finia & doua din linia a treia si

asa mat departe.
n{n-l}

+ -
Raspuns. a) (x-y)y-z)x-z); b) 2 * [] sin P [T sin P @ ;
’ : : ticksn 2 latskgn 2
sin-1) " . @
gz [] cos BB 1 sin Bf d) 128300 ;) (s, —xk),
Isizksn 2 lsi<ksn : 2 Isk<isn
6. 34 se calculeze determinangii:
I 2 3 . . . H . )
2 2 3 .. A c c. co.. .
I3 3 4. . oa 0, Cl, CLo. .. cr
a) . b) , dacd
n-1 n~1 n-1 . . n-1 4 Coes Gy Caw - - . CL,
2] H n . . n Fis

p<m, iar p,meN.
Indicapie: v) se scade linia a doua din prima si se dezvoltd dup prima linie; in
determinantul obfinut se aplici acelasi procedeu;
b) se scade linia i din linia #+1, pentra i=p-1,p- 2, . . . ,2,1; se tine
seama de formula C* = CY + ) :

Raspuns: a) (-1)""n ; b) 1.

7. S$i se demonstreze ¢i daci intr-un determinant de ordin n, mai mult de n*-n

elemente sunt nule, atunci determinantul este o).

8. Calculati rangul matricelor:

A 1o 1 o0 0

2.0 0 2 -
b1ooo ﬂlf)]z 3—]]; 0;
a) (01 1 ¢ 0| ;b ;e ;
21021 I 3 4 -2
coLe 001D 4 -3 1 1
01 011
I -1 2 0 0 1
0 1 -12 01
d) Il 0 -10 2 l'
I -t 0 0 1 2
20 01 -11
-1 0 1 1 2
Raspuns: 0)5 ;b)) 3 ;¢ 2;d)6.
14

9. S& se demonstreze cd rangul unei matrice nu se schimbi daci:
a) seinlocuiesc liniile cu coloanele corespunziitoare,
b} se inmuliesc elementele unei linii sau coloane cu numar nenul;
c) se schimbd dou linii (sau doud coloane) intre ele; )
d) se adaugh la elementele unei linii (sau coloane) elementele unei alte linil (sau
coloane) inmuttite cu un num@r oarecare.

16. Cum se modifica rangul unei matrice daci i se adaugi:
a) o coloani,
by doui coloane.
Raspuns: a) rimine acelasi sau creste cu o unitate;
b) rimane acelasi sau creste cu una sau doul unitati.

11, Aritai cd rangul unei matrice de tip k x n, ksn avind forma:

ER -1
l a, a; a; . . a}

! a, a} al . . a¥ . .
@ s 2 |,undens, 4. ... a, eR gi sunt distincte, este egalcu k.
1 a, ay a} . . 2!

" 12. Sa se stabileasch dach urmitoarele matrice sunt inversabile §i atunci ¢find
sunt, si se pAseasc inversele lor;

1 -1 -1 1
2 -2 I 3 -t 0 11 Po-1
)12 o -2|,asR (b)|i 3 0 Lol 11 -
) P ”
b2 b 0e -1 -1 1
¢ i i i
-1 0 1
d
) -i =i 0 i
-1 -i -1 {0
fdspuns: a) pentru cez2-8 matricea este iﬁversabilé_, aviind inversa
2a+4 6 4-a ' o
3( 8) -6 3 N 6
a +
d-a ~86 2a+4
o . 3o i O
) pentru =0 matricea este inversabild, avand inversa —| -ict Ba O
e A 0 0 %8
D P ol
P -i 0 i -i
cynu; d) da, aviind inversa C o0
_i
O R T
- 13. Si se calculeze matricele inverse ale urmétoarelor matrice:
Pl

1t




“?

-2 0 -1 Teorema lui Rouché, Un sistem de ecuafii liniare este compatibil determinat daci gi
numai daci tofi determinantii lui caracteristici sunt nuli.

L)

St
(o=
[~ T

(3]
b
—

4 6
2 8|0l b B d)
35

B o= L

:
12 ,)3 12 . in acest caz sistessul are o singurd solufie sau o infinitate dupd@ cum toate
® - - necunoscutele sale sunt principale sau nu. Solutifle sistemului se obtin rezolvind
: ecuatiile principale in raport cu necunoscutcle principale si liséind arbitrare celelalte
necunoscute.
Metoda eliminérii a Ini Gauss consti in a aduce matricea A la forma superior
triunghiulard.

e}

o oW oN
[T SR
[P NN
th th Lh Lh

® a .
-3 1 -1 -14 -2 20 : Se amplificd ecuatia a i-a a sistemului (1) cu coeficientii 2, = a—” Li=2,3, .,
3

. I
Réspuns:a) -=| 2 -10 -2| ; By -—|-12 4 8 | . . . "
) 8 ) 6 ’ Astfel s-a eliminat necunoscuta x; din ultimele {n—1) ecuatii. ~

-2 2 2 10 -2 -12 _
be(c—b) acfa—-c} ab(b-a) i Daci a;, =0, se amplificd ecuatia a i-a a noului sistem obtinut cu coeficientii 4, = ﬂ'a:

1 1 2 22 z 1.
o (a—b}{b-clc-a) b ; c-a at=bm ) i=3, 4, .., n, unde azz este coeﬁclentul lui % din ecuafia a doua & sistemului
- a-c : : .

!

b-a transformat.
P11 -2 -4 -1 1 0 0 Se continud-procedeul pand cand. se obfine un sistem superior triunghivlar a céirui
0 rezolvare este imediatd.
1 | ) Pat apirea urmitoarele situatii:
2 1 6 _10 0 o 1 - 4 - coeficientii necunoscutelor unei ecualii 54 devind tofi nuli, jar termenul liber
e 5 corespunzitor este diferit de zero. in acest caz sistemul este incompatibil.
o o - coeficientii necunoscutelor unel ecuafii, inclusiv termenul-liber corespunzitor, sa
devini tofi nuli. Aceastii ecuafie dispare. _
— daci a;=0 sau &, =0, atunci se cautd a;=0, k=1+i,. . .0 §i primul intiilnit, fie kg , se
schimba ecuatia i cu ecuatiz ko §i se aplicd procedeu] in continuare.
§ 3. SISTEME DE ECUATII LINIARE Este suficient ca transformirile elementare de mai sus si se efectueze asupra matricei
complete a sistemului (A| B). :

0 1 0 -1 1 -2 1

d .
)—1—33 ﬁ’e)ﬂ 1 -2

1. Sd se rezolve unmittoarele sisteme folosind regula Jui Cramer:

Sistem de ecuatii liniare este o multime de ecuatii de forma: . - :
-~ X, ¥, +2x +3x, =1

(1) Yazx =5 ,i=1,2,..,n, 2o =%y, =4 % ¥y 25 =1 3 -k, — X, —2x, =4
i= a) 13x, +4x, —2x, =11 ; b) {2x, - x, +2x, =4, ¢} ) H
S, o . v i 2y, +3x, ~x;-x, =67
unde: 4= (ay)ms,. este matricea coeficientilor sisternului, 3x, - 2x, +4x; =11 4x, +x, +4x, = -2
15 5m , - x +2x1 +3x3 — X, =—4
B= (bi)msn este matricea coloand a termenilor liberi,
X, +2x, 4 3%, -2x, =6

X= (x,) este matricea coloani 2 necunoscutelor.
sise 2%, - x, —2x,-3x, =8

Se mai. poate scrie matriceal; AX=B. d) .

Sistemul este comparibil daca existd X astfel ca AX=R . 3%, +2x, —x, +2%, =4

Sistemul este compatibil determinar dack X este unich §  compatibil 2% = 3x, +2x;+x, =8

nederenmnaf dach exist cel putin X(” §1 X® on XMz X9 eare verifict: A XP=B

§i AX®=p, - . Raspuns: 2) (3,1, 1) ; b) (1,2,-2) ; o) (-1,-1,0, 1) ; d}(1,3,-1,-2).

Sisterul este incompatibil dach nu existh nici o matrice X astfel ca AX=B .

Regula Iui Cramer se aplici atunci ciind A este pitratics §i det(A)=A=0,
v = 2. S& se discute dupi parametrul A 5t 53 se rezolve sistemele:

i . . = A . s
(= unde A; se obfine din A prin inlocuirea coloanei a i-a cu B,

12 _ 13




X 4x,+ Ay, =2 (3-24}x, +(2-Dx, vy, =4
Ayt =-1 0] 2-Ax +2-Ax, +x,=1
(A%, +x, +x, =1 x 4x, +(2-Ax, =1

[(3+20)x +(1+30)x, + x, +(A-1x, = 3
3, +(3+24)x, + Ax, +(A-1x, =1

o}
) 3, +320, + 3, +(A-Dx, =1
3w, + 340, + e, + {2~ Dx, =]
b i 2
Ry, A=1, -2 sistemul admite sol ( P— w«w) :
SPIUTIS, a) si ite solutie unica : A ARt

A=1 sistemul este incompatibil;

~

b) A=l , 3 sistemul este compatibil determinat; [— l,i:i,— ] J
A-3" -3

2=3 sistemul este incompatibil.
3-7K Y

c) A=1,3 sistemul este compatibil determinat:(i. X/ ;
3~ (A~ D(3-x)

A=1 sisternul este incompatipil;

%=3 sistemul este compatibil nedeterminat: (— ]E - -;3 - %}E,Z,d,ﬂ} ,
{(V}o, BeR.
3 Sa se discute comyatlblhtatea §i s se rezolve sistemsle:
AT +2x, 43x, 14y, =0
7%+ Hx, +20x, +27x, =0 3 # 2, 4 =
5, +10x, +16x, +19x, =-2 P B) Tx £ Gxy 5y =0
3x, +5x, +6x, +13x, = 5 by 433, =2
X, +X, =1
105x, — 175x, - 315x, + 245x, =84 ¥, HX, FX, =4
€}  90x, ~150x, -270x, +210x, = 72 -._@ X, b x, X, =-3
75x, - 125x, - 225%, +175x, =59 Xy tx,+x, =2
X, +x, =l
Bx, +12x, =20
l4x, +21x, =35
¢ 9x, +1ix, =90
L16x, + 20x, =0

10x, +12x, =22
15x, +18x, =33
Réspuns: a) sistem compatibil determinat: (1,~1-1,1) ;

=2 sistemul este compatibil nedeterminat, {o+1, a+: a) (VixeR.

A=1 sistemul este compatibil nedeterminat: { 1~o—f3,ct,B) () o, feR;

b) pentru A=5 sistem incompatibil, A=5 sistem compatibil nedeterminat
11
[— 4+, ? - Za,aj (VieeR,

¢} sistem incompatibil;
d) sistem compatibil nedeterminat: {6—o,—5+a,3,— l—a 11) (ViaeR;

¢) sistem compatibil nedeterminat: @ - %a o0, (.! ——p ;3) (Vie.pek.

o~ 4. Sii se rezolve sistemele:

2x; = 5x, +4dx; +3x, =0 X +3x, +2x, =0
3x) —4x, +Tx, +5x, =0 2y, —x, +3x, =0
DY 4x, -9, +8x, 455, =0 * 7 |3y, <5y, 44x, =0’
—3xi+2xﬁ—5x3+3x =0 X, +17x, +4x, =0
Zx,+x3-x4-z-x,-.0
2x,+x1 x, +2x, - 3x5~0
o 3%, - 20, ~x, v X, —2x, =0
|2x; = 5%y 42y —2x, +2x, =0

Raspuns: a) sistemul admite numai solutia barali: (0,0,0,0);
b} (~11&,—, 7o) (V)eeR;
[7,3 4g 58-4a 4a- Sﬁ
2

,GJ (), PeR.

5. 82 se determine parametrul A, astfel ca urmatorul sistem si admith §i solutii
diferite de solutia banalg, i in acest caz si se rezolve:

X hx, Ay —x, =0
Ix +x, - x; +x, =0
o, —x,-x,-x, =0’
At ~2x, -2, =0
Rispuns: Pentru A=1 sisternul admite §i solugii
nebanale: (20,30 5 4a), {v)x eR. :

6. Si se giseascl relatia dintre o §i [ astfel ca sistemul:
4x, +3x,+x, =5
X +3x, —dx; =4
o + A, -2y, =a+ g4
s fie: a) incompatibil,
b} compatibil nedeterminat.

Rispups: a) 13p-140=34 i 20c+3[:20; b} 13f-140=34 5 2a+3PB=0 care dau
3
o= 7 A=L

15




7. S se rezolve, folosind metoda elimindrii a lui Gauss urmitozrele sisteme de
-~ geuatil liniare;

Ix,+x, 4y, =2

x,+3x, +x; =5
X +x, +5x,=-7 :
2x, +3x, - 3x, =14

X, +2x, +3x; +4x, =11 2x, -x, +3x, =3
2%, +3x, +4x, +x, =12 S X, ~5x,=0
3x, +4x, +x; +2x, =13 ;_C
4x, +x, +2x, 4+ 3x, =14
Xy - 2x 3%, -4y, +2x, =-2
X +2x, - x, ' -x,=-3
s e) X% X, +2x; - 3x, =10

CAx -x by =3
x, +3x, - 13x, = -6

—2x, 4+3x, —4x, =4
X, -x +x,=-3
cdy . ’ * .
w4 | X +3x, —3x, =1
¥, =Xy +x, - 2x, =5
-Tx, +3x, +x, = -3 j
: 2%, +3x, ~xy +x, +4x, =1
Rispuns. a) Solu;ie Se scrie matricea sistemului completati cu matricea
termenilor liberi gi se fac transformiri elementare, aducindu-se sxstemul la forma
superior triunghiulari, astfel:

2101 2y{21 1 2y 1 1 2Yy(21 1t 2
13 b 5|05 1 s|jes 1 8| o5 1 8
11 5 -7/ 7|01 o -16/ |0 0 44 -B88| |0 0.44 —88
23 -3 14, W0 4 -8 247 \0. 0 0 0.0 o

44 88
Sistemui devine: ' '
X, +x, by, =2

Sx; +x; =8 . Solutia este: (I, 2,-2). "
Xym= -2 '
b) 2,1, 1) ¢ (1,21} ; d) (-8 3+, 6420, ) (VmeR ; e) sistem
incompatibil, .

8. S serezolve pe cale matriceald sistemele:
X, +2x, +4x, =31 .
a} 15% +x, +2%, =29 ; b) 1 2%, +3x, + x5 =1
3, -x, +x, =10

3x, +2x, 4%, =35

2y, +x, +3x;, =11

12734 (s5) X,

21 3 x,
¢} AX=B, unde; 4= 32 1 2 , B= 1 ; X = %, :

43 21 -5 X,

2y - Xy + 3%, +2x, = 4
d 3x, +3x, +3x;, +2x, =6
) 3 x ey # 2k =60

3, -x, 4+3x,-x, =6
Rispuns: a) (3,4, 5% b) (2,-2,3); ) (~2,2,-3,3),d) (2,0,0,0).

9. 8i se calculeze, folosind metoda lui Gauss, inversele urmiitoarelor matrice:

16

23 45 2 3 2 2 1 -2 2 -4
12 3 4 -1 -1 0 -1 -2 3 -4 6
‘01123};%’)4—2—2-1;“)3 “6 5 10
111 2 3 2 2 2 -6 9 -10 15
7 1 00

32 00
D1 o34

7 12 3

Réispuns: a) Solufie:

23451000 (23 4 5 1 000
1234(}100] 01 2 3 1200
11230010 |0-10 1 -1020
1120001 \0-1-2-1-1002
7345 1 000

0123 -1200

"looz24-2220

0002 -2202

S-au obfinut sistemele:

L

L

2x, +3x, +dx, +5x, =1
Xy + 20, 4+ 3x, = -1
2y +ax, =-2
2x,, =-2

(2%, +3x,; +4x%, +5%, =0

Xy +2xy, +3x, =2
2x, +4x, =2
2x, =12

(2x,; +3x,, +4x, +5x, =0

Xy +2xy 4 3x; =0
2xy; +4x, =2
2x, =0

(23, 43wy, +dx, +5x, =0

Xy + 2%, +3x, =0
2x, +4x, =0
2x, =2

Deci inversa este:

&)

1 -2 1 0
0 1 -2 1
I -1 1 -2
- 1 ¢ 1

A =

cu soluia: xy=1; x31=1; x21=0; x;1=1

cu solufin; xg=1; x77=1; xpp=]; x;p=2

cu solutia: x43=0; x33=1; xp3=-2; x;5=1

cu solutia: x44=1; X35=2; X24=1; x54=0

-1 -1 ~1 0
0 -1 -1 -1
b A7=l1 3 1T
2 2 2 2
1 1 2 1
17




13

04 = 10

-6

~9

5 -4 2| .., |73 2 0o 0
T R E g g

-6 3 2 . - 3 -4

-3 21 . -23 14 -2 3

10. S3 se rezolve urmétoarele ecuafii matriceale:

& -G
1 3}": 3
G (123
) Aj2.3 4
34 1

. 2 -23 413 1o )
Réspuns: a)[o 8];{))(_34 —ISJ;C)(I ! HJ;d) -4 5 .—2|.

—J ) [; QX[_SJ -2 )_z[m; —4 J

6 1
=[ﬂlﬁ};d)X21 0l=14 3 2.
-1 1 1

CAPITOLUL I

ALGEBRA VECTORIALA

Fie £ spatiul geometriei elementare. Elementele din £3 se numesc puncte §i vor
fi notate cu AB,C... . O pereche ordonati de puncte (A, B)e Ey X F3 se numegtc

. -3
vecior !egat sau sepment orental si va fi notatd prin: AB. Dacii A coincide cu B,
vectornl AA 8¢ numeste vectorul nul. Dtalan(a de Ia punciul A ia puncml B 5o numcgtc

norma (modulul sau fungimea) vectorulm AB 5i va fi notati cu IIABEI

Doi vectori legati nenuli se numesc echipoleny dacl au aceeagi d.trcc;m acclagi sens
§i acecagi normd. Relafia de cchipolentd este o relalic de echivalenii pe mulfimea
vectorilor legati nenuli. Relaia s¢ extinde gi In vectorii legati nuh admitind cd tofi
vectorii legati nuli sunt echipolenti Intre ¢i,

- 8¢ numegte vector liber o clasd de cchivalenii formati din mulfimes tuturor

vectoritor lepati echipolentf fntre ¢f. Vectori liberd vor fi notati cu 4, b, @ €. ¥, W. Clasa
de’ echwzdcn;a a vecmrﬂur Icg;n;l nuh g nntcaﬁ cu Oql 8 nmnegte v:cumxl liber nul,

Orice vector legat AB din clasa de eciuvalcma a vccmmlm liber & ‘se numeate
reprezentant al lui . Se noteazi aceasta prin ABE 4. Pentru simplificarea notajei,

- o -
vom scrie uneori AB=1 nefficind distiniciie intre vectorul legat AB gi vectorul liber &
reprezentat de acesta. Prin directia, :mwui ax norma unui vector hbcr nenu! a s

= .
inielege du'ecua, scnuuf gi norma unai reprczentaz ABeds '
Vom nota cu 74 mnlg:mea tutror vectorilor liberi. Pe F4 se introduc opcra(nle de

adunare a vectorilor Hberd gi de Inmultire cu scalari reali.-Aceste operalii au urmitoarele

propnclig:
__I W unpreunﬁ cu upera{m de adunare 3 vectorilor este un grup comutativ, adicd:

' 1) (§+b)-i-é ii-i-(b+ E). vi,bhE gl - adun.a.rea este asucmuvﬁ,
2) d+h=h+a vabet; - adunarcacstecommam R
3N E+0=0+4,Vie V3 - vectorul nul 0 este elementul neutru pentru adunare;
4) Pentru orice vector & e ¥; existd in 73 un vector notat —# , numit opusul lui &,
antfel incit & +(~d) = (—#) +A =0.
11 Inmultirea cu scalari are proprietgile: -
) Li=d, Vel
2) (MOE =A(E), VA,neR, VEel
3 A+pii= ﬁ.a-i-pa, VAhueR,Viels;
4) M(d+DB)= Ai+Ab, V’:\,eR Vi, bEI{»,. .
Mulfimea vectoritor !chn V3 inzestratd cu opcramlc de adunare gi de inmultire cu
scalari reali cu pmpnclaple dc mmai sus cstc un spajin vectorral real,
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§1. CALCUL VECTORIAL

— —
1 Fie()mlpunctﬁxdinspa{iugiﬁe CA si OB vcctnmdcpczxpcal altor doudi
puncte A gi B. Demonstrafi of vectorul de pozific al punctului M, mijlocul
segmentului [AB], este dat de formula

0A+ OB
==

— —
Solutie. Fie OACB pam!elng'amui dcterminat de vectorii OA gi OB, Conform

-3
regulei paralelogramului QC = OA+OB Deoarece disgonalele paralelogramului se
taie In pir{i egale, punctul M, mijlocul
segmnetului fAB]); este si mijlocul
scgmcxmﬂm [OC}L-Atunci. :

OM

: e
:O—* _0OC_0OA+OB

2 2

X Flc OA q: OB vecmm de puzzpc pcmm dou punctu Asgl B d:n apa{m Demonstrap'_.
cd vectorul de pozfie al punciubii M care Imparte segttientul [AB] intr-un raport k,"

. unde % = dm(A’M) es!e dat de formuia

dH(BM)
) —
2 0QA+kOB _
OM=—"ex A

S‘olu;ié Cu nutaﬁile din ﬁgur.a'aianlrati, avem
-zn

AM =k BM OM- OA = —R(OM—- OB) -
de unds rezult? relatia din enung..

—+ =

. Fie 'OA, OB, OC veetordi d¢ poz:{:c pentru trei puncte A, B, C dm spa;m
Demonstrati o vectorul de p(mne aI ptmctuim G, rfcn:ml de grcutate al tnlmghmlm

A.BC, este dat de formula ¢
. = e b
- OA+0B+OC

- 0G=
3
Solufie. Fie A® mijlocul laturii (BC]. Conform
L2
+
problemei 1 avem egalitatea OA'= %
Punctul G se afll pe mediatoarea [AA"] 1a 2/3

dist(A,G) _
de A, : =
§i.1/3.de A’ Deci k= T

in baza formulei din problema 2 obfinern

20

-5

a} EF: ‘)BC;

... respectiv. BF, CF sunt opust.
... b) Se aduni relatiile

v8

- -3

- - " OB+OC 5 5
G OAr2-0a'_OA*2 75 pacoBroc
112 3 3

. Fie A',B’,C’ mijloacele laturilor [BC], {CAl, [AB] ale unui triunghi ABC gi fie O

un punct carecare in spatiu, Demonstrayi egalitaten;

) - - =
OA+OB+OC=0A'+OB'+0C'.

Se considerd o piramidi cu virful in punctul S' g baza un paralelogram ABCD ale
cirui diagonale se intersecteaz in punctul O, Demumtrati egalitatea:
- = = -

SA+ 5B+ 8C+8D =4 SO

. Fie ABC un triunghi echilateral ¢i O centrul cercului citcumseris thunghinlu,

et 4 -3 -3
Demonstrati egalitatea: AB+ AC=3A0.

. In patrulaternl ABCD fie E 5i F mijloacele laturilor [AB], respectiv [CD}, gl

mulccul segmcnmlm [EF]. Demonstrati egalititile:

—
e e e

“b) IA+IB+IC+ID=O.

L . oL
Ind:caﬂe a) Sc aduni rclnm}e EF EA+ AD-i DI' EF EB+BC +CF

b A : Lt
§i se tine scama ci vectorii EA, EB,

Ly -2

- = - 3 —

[A+IB =215, IG+ID = 2IF. c F

Sé_comid_arﬁ un patrulater (plan sau strimb) ABCD in care E ¢i F sunt mijloacele
disgonalelor {AC], respectiv [BD] Demonstrati egalitatea’
e T )

AB+ADHCB+CD =4 EF

- _ =
_In hexagonul regulat ABCDE: s¢ constderd vectorii &= AB b=BC, Scriefi vectorii

CD DE EF FA AC AD AIZ in functie de & gi b.-

’ Raspum' Vectomccruusunt b=a, -4, -hd- h &+, 25, 2b

10, n mtcrmml cercului de centriy O se considerd un punct P, prin care se duc coardele

perpendiculare {AB] g [CD. Demonstrati cgahtatea .
T

PA+PB+PC+PD = 2PO
Indicapie. Sc raporteazi tofi vectorii la vectod cu erginea In O.
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§2. LINTAR DEPENDENTA, LINIAR INDEPENDENTA, BAZE

Vectotii &y,8,,...,8, /3 s¢ numesc liniar dependenti daci cxmta sealarii

AM.Ag,.0 Ay € R, mutofi nuli, astfel ineit
Ry +Aqily 4ok Agdp =1,

Vectorit &),89,...,8, /4 se numese fmrar independenti dacd mu sunt liniar
dependenti, adicd  dacd  din  egalitatea Ay bAgHg b hgd, =0 reaults
A =Ry m=dhp=0.6

Doi vectori fiberi nenuli & bely se numese coliniari daci reprezentantii for cu
originea in acelasi punct Q, CT;X eii g (3_})3 e b, sunt colinuri (adicd punctele O,A,B
sunt coliniare). Vectorii nenufi &, be iy sunt coliniari <= 4, b sunt liniar dependenii
> odisti AeR” agtfel inedt b=Ad. -

Trei vectori liberi nenuli &, &, ¢ 54 se mumese eoplanars dacd reprezentantii lor
cu originea in acelagi punct O, Oj‘{eﬁ, (‘)?je b g 6()3&6, sunl coplanari (adica
punctele 0,A,B,C sunt coplanare). Vf_:cmrii nenuli 6, b,€e Fy sunt cdplimaﬁ = sunt
liniar dependenti <> existd A, LR, 22 + 1% 20, astfel incat s3 avem o relatie de tipul
a=Ab+p&. In consccintd, trel vectori liberi nenuli sunt necoplanari (adicd nu sunt
coplanari) dacd gi numai daci sunt liniar independenti.

Oricare patru vectori din /y sunt liniar dependenti,

Mulfimea {4, b, €} < I3 s¢ numeste bazd a spainlui vcctoml F dm.a

1) Vectorii &,b,€ sunt liniar independent;
2) Vectorii &,5.8 formeazA un sistem de generatori pentru ¥3. Aceasta inscamni
~ cd orice vector ¥ eV 5o scric ca a combinatic liniard a vectorilor 4,5.8, adicd
exioth gcalarii A, Ao, A €R astfelinct ¥ =A@ +h,b+Rqt .

Datoritd liniar independentei vectorilor @,B.¢ scricrea de mai sus este unici
Sealarii Ay,A9,A3 sc numesc componenteie veclortdul ¥ in baza {8, b,é. Din punct
de vedere gcomctnc se spune ci vectorul ¥ 4e descampum, in mod unic dupa dm:cgnlc
vectorilor &,b,€.

Trei vectori liberi nenuli &,b,€ constituic o bazd a spalivhi ¥y dacd gi pumai dacd
sunt necoplanart.

1. Detnonsteati i vectorii =51 -, b=T+j, =~ +”j sunt !unar dapcndcnu si
determinaii scrierea vccmru[ui i infunctic de b g €. :
Solutie. Penttuz a de.monstra il vectorii dati sunt tiniar dcpfmdcnp vom avdta i cxistd
scalarii A, p e R, 3% +p® #0, astfel ca 4 = Ab+pie . Introducind in aceastd relatie
- expresiile vectorilor #,5,%, obfinem 57§ =A(f +,|)+;1(—-| +2;) Scncﬁ:a unui
vector Intr-0 bazi fiind unicd rezoltd sisternud © :
A—p=5
At2p =1,

i

2!

care are solufis A=3 p=-2. Scricrea vectorului @ in funclie de b gl € este
d=3b-2¢.

Demonstrali cd vectori & = i+ +K, b=-1-2j+3k, €= - i-J+ 7k mnt

7

coplanari gi determinafi descompunerea vectorulsi € dupa directiile vectorilor & g
b. '

Raspuns: €=

td o=
-
o

. Sedauvectori =1+, b=j+k, e=1+2j+3k.

a) Demonsirati ¢ {@, b, €} este o bazi a spatiului vectorilor liberi 73.

'b) Determinali sctierea Vectornlui ¥ ='1 — 3] + 2K in'baza {1,

Solugie. 3) Demonstrim mai intdi c& vectorii 4,b,& sunt liniar independenti. Fie
Ao dyeR astfel Incht Ayd +lgb+lqc—ﬂ Introduciind expresiile vectoritor
b, in relafia anterioard se obfine, 3\.1(| +3)+3.2(j +k)+7\.3(|+2j+3k} 0 Eatl
(l,+l3)1+(?.1+},2 +2?.3)j+(l2 +3A3 )k = 0. Vectnm 1,],k fiind liniar inde-
pendengi rezultd sistemul liniar omtogen

' Ix‘_ 4 A3=0,
A +hy +2h3=0,
1 ?-y_ 4‘37&'; Q.

iJeoarece determinantul sisternufui este egal cu 2, aisternul admite numai solutia
banaldi A =Xy _},3 —0 Aceasta inscamnd cd vcctum g, b £ sunt hmar
mde:pendcn;l

Penitru a demonstra ci vccmm &,h,¢ formeazd un gistem de generazon pentmu
W3, fie v=a T+pI+vEk un vector oarccare din 3. Avem de arital ¢i existi
scatarii Ay, Ay,AyeR astfel incit At +Agb+A3E =¥, Procedind ca mai sus si
folosind unicitatea scrierii unui vector intr-o bazi obtinem sistemul Hniar neomogen

?L] + ?\.3 =0,
x‘ + 12 + 21‘3 = ﬁ!
12 +3;u3 =Y.

Aoes!a are suiupa unicd

?L,——(wrﬁ 1), M-——( 3a+3[5 $ 0 7‘-3—_(3 B+v)

Deci, mnltimes {%,B,2} este o bazi pentru V3 4 orice vestor v=oi+Pj+vk se
sceie in mod unic In aceastd bazi sub forma

.. . a+B- ~3a+ it a—ﬁ-ﬂu
¥y=ai+fj+rk= gyﬁ__ 3B . —5*—-

b) In baza formulei de mai sus;:vectorul ¥ i
scrierea ¥ =24 —7h+3E. -

+2k are in baza {a,b €}




T 1. & =
4. Se dan vectorii: §=2i+j-k, b=~l+§j +3k, E=Zi—5j-—k.

a} Demonstrali ci {i,b,€} este o bazii a spalivfui vectorilor liberi .
b) Descompune{i vestorul ¥ =§—18] +k dupd directile vectoriler &,5,&.
Réspuns: b) ¥ =+ 2b+48.

o~ 5, Fio vectorii @=1+Aj+K, b=pi+3j+k (A,peR). Determinati A si p astfel
incit vectorii & gi b s3 fie coliniari,
Rdspuns: h=3, p,=l.

« —6. Daci veclorii ,B, E & V3 sum liniar independenti, detenmnau x€R astfe] incat
vectordi _ _

. ¥y =x@+h+E, Vo=id+xb+E, Vyma+bexi
88 ﬁe coplanari,
Solufie. Vectorii V(,¥,, v3 sunt coplanari dac si numai daci sunt finiar dependenti,
adica daci existd Aq, A, A3 &R, nu tofi nuli, astfel ca A9, + Ayg¥y 43¢ =0 sau
(sh + Ay +Ag)i 4 (A +Xhg +A3)B+ (A + Ay +XA3)E=B. Deoarcce &,5,8 sunt
finiar independenti obinem sisternud liniar si omogen

XKI +12 +l3 =

A+ xhg +hy =0,

Ap+hg +xhy =0
Penlnl ca sisternu] s admita 51 solutii chfentc de solufia nuli trebuie ca dctcxmmanml
smtemulm sd ﬁe cgal cu zero!

o A= -3xa2=(x-1) (x+2) 0.

Decix=14ix =2

§3. PRODUSUL S5CALAR

Fie &, b doi vectori Hber 5i 8e[0,%] masmalmglmﬁm (imtrc #gib, mcazu.i.

d20,b20. Se numegte produs scalar al vectorilor i ga b numirl real (scalmﬂ)
notat a ‘b definit prin

| _ [l B]-cos6, penteu 3,5,
0p=ntru§ =0gaub=0;

Proprietitile ice a.le usnliri gc
P yd-b=hd prodasuléscalarcstc comutativ;
2) Ma-B)=(d)-D=4.(F), VAeR;
3) d-{b+d)=4- b+a §, (b+&) A=h-F+¢ 8- pr&dusulscalarcatc
dmtnbutw fatd de adunarca vectorilor;
4y F-d=lal* 205id-A=0a=0 - produsul scalar este pozitiv definit.

24

" Proprietitile geometrice ale produsului scalar
1) Dai vectori nenuli sunt orfogonali dac gi numai daci produsul for scalar esie
egal cu zero.
ilbhed-b=0.
- 2) Produsul acalar al vectorilor nenuli  gi b este egal cu produsul dinire norma
unuia dintre vectori §i mirimea algebricd a profectiei celui de al doilea vector
pe directia primului,

i-B= il pry (6) = Bl pry (8.

Expresia analiticl a produsulyi scalar
Diacd vectorii 4,b anin baza canonicd 11, ], k3 scrierile
i= aﬁ+a2:i'+ 53§, b= bl-lr‘l'bz:f'i'b}ﬁ
atunci produsul scalar are expresia analiticd
] E = a1b1 +ag bz -1-a3b3.

! 2
laf= \fﬂ% +az +a§

ib ab, +azb2 +a3bg
Il bl} \/a:+az +aj x/ha +bf +b3

in plﬁs,

si, daci 4= 0, b=0,

cos(d, b) =

Aplicatiile produsului scalas:
- =S =
“ 1) Distanta dintre dous puncte A, B: dist(A, B) = |ABf = \IAB-_AB .

- 2¥ Unghiul dintre doi vector nenuli: cos(g,b)= Hﬁﬂﬂsu ‘

3) Proiectia uawi vector & pe un vector b=0: Pr §(@)=pr {(&)

—_
m|m
=23 ‘.". .
5| &
p'l

4) Ortogenalitatea a doi vectori nenuli 8,b: §Lhed-b=0

1. Se dau vectorii liberi &5, despre care se gtie i [§@]=1, ﬂﬁﬁ::’., lek= 2 s

. Com L 7 : R
A(:‘i,b}:— £(8,8)=7, £(b,)=7 . Caleulafi norma vectorulii ¥ =8-B+2.

Solufie. Dupd cum se gtic [v]=+¥-v. Atunci [¥]= J@E-b+8)-(@-b+D) =

=i d+b-b+e-E-28-b+2d-c-2b.E=

= P+ 5P + 1 20 6] o568, By + 2T o, 2] Fellcon, ) =
;Ju-z?+(J§)2—2-z-2-—‘/2—';'—+2‘1.-./§-§—2-2-\/§-%ém. |
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s & 2

& 6

Se dau vectorii H=26i-50. b=8@-3h, unde =<2, fil=1, iar
Z{m, )= {15 Calculati misura unghiului dintre vectorit & §i b.

Solufie. Folosind definitia produsului scalar avem - fi ={ll- il cos(m, i) =1.

Amnci faf? = (2 ~50)% = 4w -ZGm fi-+ 2507 =13 gi similar ﬁbﬂ =89, iar

I
f-b=1. Pnnunnarecos(ab) -m J"

. Stiind ca f@l=2, [B]=5, £@bB)="7 " | determinati pentru ce valoare.a lui AR

veotorii ¥= A &+17b 51 W=3d-b sunt perpendicular.
Raspuns, h=40.

. Calculati unghiul format de vectori & b gtiind ci vectorul F+3b este

perpmdxcular pe vectorul Ta— 5h gi vectorul 3-4b este perpendicular pe vectorud.

78-1b, . . .
Indicafie. Din sisteul (d+3b)-(7i~5b)=0, (—4b)-(78—-2b)=0 sc doter-

= — S . " T
mini [i]= 28 -6 gi b= V28 b Atunci £(,B)=

. Se dau punctele A(1,2,-3), B(-1,-2,1}. Determinati proiectia veciomlm AB e pnma
bisectoare a tricdrutui Oxyz.
Soiutie. Bisectoarea tricdrului Oxyz are vectorul director ¥ =i+ j+k. Notam cu
AB" projeetia vectorului AB pe ¥. Atunci, cum _.AB = OB_;—_OA =(=i=2]+i)-
(|+23 3K =27 —4] + 4it, obtinem
-5
{f}i CARY - (-21—4f+ak)-(F+T+R) 5o _v P
i = V= =— R
i ; . 3
— - - - =¥ - - - Tt - . .
Se dan vectorii OA =121-4]+3k, OB=3i +12j-4k, GC=2] +33_-_._«§_k:. L
a) Demonstrati ¢ AAOB este isoscel, iar AAQC este (Erepnmgluc
by Caloutay penmeuul mungluulm ABC gt masura unghiului A
Ra"spuns' ) HOAﬁ = I}OBII =13 OA-OC ={: by Perimetrul trlmg}nu}m_ABC :
251
iAB§+ uBcII + IICAI— 386 +/82 + /198 ; cosA = J_ ‘/*“*
Un pat.rat ABCD are dotsd vm'fnn consr:cuuvc A2, 3), B(ﬁ 6}, Sa se aﬂr:: cocrdnna-. : :.

tele celorlalfe doud varfuri.
Rdaspuns. Se objin dcua patrate ABCEDi sl ABCZDZ, undc C;(3 10), Dl(—l 7),-_- -

iar ©5(9.2), Dy (5,-1).
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8 Se dau vectorii # =27 —k, b=—f+2k, ¢=-37+3]. Dc:termnmg numerele reale A
gl i astfe] incdt vectorul ¥ = i+ 2B+ 21 € s Fe:
~ a) perpendicular pe planul yOz.
b) egal inclinat fata de axcle Ox, O Oz,
v Dolnfie. Pentru determinarea parametilor A, g € R se impun cond:(nle:

A v-f=0,9.k= (} dcundcrczuita ;\.-—.u. L

2
. R TR 3. -
b) ¥-i=¥-j= ¥k, dc unde se oblin lr—s—,uz—ﬁ

9. In spatiul vectorilor. liberi. I3 sc cnnsidqrﬁ_bam {91,¥9,93}, unde ¥, =1+],

¥y = J+Ek, ¥3=T+K. Pornind de Iz aceasti hazi, construiti, folosind procedeul de

ortogonalizare Gram-Schaidt, o bazd ortonormatd pentru spaiul Fy. Care este

scrierea vectorului 4 = T- 2]+ 3K in noua bazi conetr (37

Solutie. O baz {€,,84.6,} a spativlai I3 sc numeste ortogonals dack vectorii care
0 compun sunt ortogonali doi cite doi- Baza {€,,€;,85) s¢ numegte ortonormatd daci
este ortogonald si orice vector al e are norma egald cu unn.

Construim mai intdi o bazi ortogonald {#).W,,W3}. Pentru aceasta notim
W=V, Wy =V +hy ¥, Wy =Py bRy ¥ b Agy ¥y, unde  Ryp,Ag,hyy  sunt
numere reale care se determin din conditfile: %4 :L W, W3 £V, Wy LW, Avem

R W 1 .
wzlwlwwz Yoy = 0<—>(v~+}.21w;) “’1 =0 Ay == =—‘2~,dem
NN S S S

v 2_\'2._:—5’“[—-—51_-.!-2]+ .
g Y - TR
w;,.i.wl¢-¢v‘v3-w1=ﬂ¢::-{v=3+7..31w;+?L32w2)-w; 0231.3§ -TLET =TS

w2 2
si, analog, Wi lwe =Ry = —f-é:-;E =——, Afunci
w3
P S SIS D U
W3=¥3—5W —3Wy=5(i-j+k)
Baza ortonormati ciutats esie o : .
z_&_i_-f__“ju 6 = Wy _=—?+j+zﬁ_ §3=- W3 =¥5j+§
EECRE ) R T
Daci vectorul & are in b'iza [61,80,83] scrierea &= Ay +A,8, + A48y, atunci
Ay =i dp =i - 2] 430 =i+ D) L hpmdidy=-, Ay=d-dy
=fH 8y ={i— ~w: = =3-¢ R, =a-eq =,
H 1 3| vr ¥ 2588 = 76 2 3 V3

Teci f=— =&, + é+
J“' u’sz Ao




§4. PRODUSUL VECTORIAL

Fie #,b doi vectori liberi penuli gi necolipiari g 6« (0,7%) misura unghiului dintre
el Se numegte produs vectorial al vectogilor & i b (‘m aceasti ordme) un vecior notat
ANX b care are urmitoarcle caracteristici:

o directia este perpendiculard pe dsrcc;nlc vectorilor & i b, dcc1 pe pianul determinat

de reprezentantii celor doi vectori cu originea in acelagi punct,
o sensyl este dat de “regula burghiului®, adici este sensul de Inafntare a unui burghiu

atunci ¢ind se rofegte # peste b pe drumu! cel mzu geurt (cu unghiul de rotatie
fe(0,m)).
o norma este data de formula [ % B] = - [} sin8 .
Daci ventmu &,b sunt coliniari san cel pupn unul dintre ef este nul, atunci prm definitie
gxb=10.

_ ietitile algebrice ale produsului vectorial:

1) Axb=—bxd,V &b eV - produsul vectorial este anticomutativ;

2) Maxb)=(r8)xb=ax(Ab), VLeR;

3) dx(b+O)=Axb+AxT ¢ (b+E)yxd =BxE+Exd, Vb, tel; - produsul
veetorial este distributiv Ia dreapta gi Ia stinga fati de adunarea vectoninr

Proprictitile geometrice ale produsului vectorial:

1) Dol vectori nenuli sunt coliniari daca gi numai dacd produsul lor vectorial este

egal cu vectorul nul.
i|beaxb=0.
2) Notma produsului vectorial este egali co aria paralclogramului determinat de el
doi vectori.

E.mma a.nalxhci a produsuisi vectorial:
Daciwctom #,B- an in baza canonicd {1, 7,5} scrierile

= ali+a2j+a3k, b= b!l+b2j+b3k

atunci axyme:a analifici a produsilui vectorial se calcnleazi cu ajutorul dctcmunanmim :

simbolic _
shvead i1 &
ixb=la; a; a3

by b2 by

Dezvoltarea acestui determinant se face intotdeauna dupd prima linie, decz :
AX b= (32b3 33‘)2 )l - (31b3 — &3bl )j + (aﬁ)z - Ezbt )k
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Aplicatiile produsalui vectgrial:
.- . . i '-)
1 Coliniaritatea a trei puncte distincte A,B,C: ABXAC=1{.
2) Aria paralelogramului determinat de dot vectori nenuli 4 s b: S= jlﬁ X 5"

3) Aria triunghiului ABC: S[ABC]=~-|ABx AC.

1. Demonstrafi egalitatea: (& -B)% + (& x5)? = | [5]".

+2. Calenlafi aria paralclogramului determinat de vectori v=#+2b, W=-38+h,
stind o2 fal=3, [B]=6 4 2@,B)=".
Solufie. Aria paralelogramutui determinat de vectori ¥ gi W cste S=]vxw].

Caleulim V x & ﬁnand seama de proprictitile algnhnce ale pmdusulu: vectorial:
VEW= (a+2b)x(-3a+h)-—§a>< A-+axb— 633 +gbx =7axh,

—xh 6
Atunci § i['lsxb!] 7Texbj=7-ja "bﬂ sin{d,b)=7-3-6- %—63

ésg dau vectorii tiberi & ¢i b despre care se gtic 3 Jil=3, Hh"— 24 é(a,b) 60",
Sc conmdem apai vectorii €= 28— 3 s d=f+h, Caleulai:
b, &, 2@,

b) Aria paralelogramului determinat de vectorii € gi d.
Solufie. @) & b= Ih?ll-[['ﬁll-cus(ﬁ, B)=3-2-cos60° = 3~2'%= 3.

fell= &€ = J(2d~3B)-(28 - 3b) = 43 . 5— 128 . B+ 95-b =

=J4l]ﬁf|2 —ulﬁﬁ-llﬁif.cos(s,ﬁ)'+9ﬂ§§2 = J4-9—12-3-2-%+9-4 =+36=6.

et = ie _aa-3) o -3:-b_23°-33 9 1
“TaElT T 3% 18 18 g 2’
deci £(#,€) = 60°.
b) Avem €xd=(2i-3b)x(@E+b)=28xa—3bxd+2Exb—3bxb=5ixb.
Atunci aria paralclogramului determinat de vectorii € gi d este:

=lexd]=isb]= 5l [b]- sin(d, by = 5-3-2-5in60° = 1543 .




~ [ . w e - P . g .
zl;) Se dau vectorii = 3M - 2#/ §i b=m+2f, unde M si i sunt doi vectori liberi cu

- - S 1 L :
fefi=1, fil=2, L(.f)==. Caloulati arta paralelogramului determinat de L3I 6
P L T ' L _ 22 1T N IT
veeloni d §i b, lungimile diagonalelor acestui paralclngram §t unghiul dintre cle. Pistanta de la puncf A i dreapta BC este indltimea din A in triunghiul ABC.
Rdspuns. Aria paralelogramului: § = i > bl| = 8l sill= 8v3. Diagonalcle sunt: . 2-S[ABC} 13.2 .
di =i+h=4f, d2 = § — b =2fM—4ii. Lungimile lor 5 unghm! dintre ele: Atanc dist(A, BC) = " "’ﬁ -—-\{—§_;__
EBC
I . 1 : i .
Hd1"=4. i;d2ﬂ=2\1ﬁ, Cﬂs(dl-d1)="“‘ﬁ”-'§"- b} Un vector perpendicular pe planul ABC este coliniar cu produsul vectorial
: . . s : ; N > 3 ) :
: ABx AC. prin urmare ¥ = A{ABXAC) (A= R). Din ipoteza ilﬂf=.?.6\5 rezultd
# 5. Sedauvectorii §=2f— 3_|+”k b= 3|+73 ~I—k Calcu[aﬁ: _ Rim 2 Deci ¥ =+26{1 k).
a) Morma produsujui vectorial 43 b o) a I : '
b) Miisurile unghiurilor pe care le face produatﬂ vectorial & b cu ficcare din wiele : 8. Pemonstrati ci punctele A(2,4.17 H(3.7,5), C(4,10,9) sunt coliniare,
de coordonate Ox, Ov,O=. _ _ _ : . s
Rdspuns. a) ﬁﬁ'x B!i— “—T—i'é- 4j+ 13!11{""- B\f—— : o ) : Inchieagie, Se arald cd ABAC=0.
b) cos(x—-—_‘f-a ,cosf= 3\’,—— Jcosy = ‘1;;.5 9 Fie vectori G=3{+2j~k v=2i+aj+pk, w=7i-11j—k, unde: A, peR.
AW : Determinati muljimes vectorilor ¥, astfel incit vectorul 6% ¥ 53 fie coliniar cu W
L . : Indicatie. Scriind ¢ § % ¥ esle goliniar cu W, rezultd un sistem nedeterminast care
Lo, 1 56 i A astfcl inca stele 2 i . = =
= *Iifﬁ:z:mm scalaril &, jpe R astlel incdt puncicle A(2,2,1), B(3,7,5), C(p,10,9) fie - se reduce fa 11A+p=14. Deci $=20+Aj+{14- 11, AR . Din punct de
colingitre. : o

vodere geometric, mullimea vectorilor ¥ astfel detcrmmap reprezintd un plan-

Rispung, h=4,p=4. 6;1qundmu]ar pe w {ceea ce rezulti din (.gﬂl]!dit.d Vow=0)
*

= 7, 8e L.cmmdcm punc!elc Al-1, 1 3), B(2, 3 -1), C(l -2, O)

Fie vectorul ¥ perpendicular pe vectordi &= 4§ -2~ 3k §i b= J+3K. Stind ci
a) Caleulali aria triunghiufui ABC, misura unghiului A si dxs!zm(a de la punctuiAla T el L ; r.pz. i p'.. o , f? L i ¥ m _w

dreapta BC. Wi=26 ¢ ¢ ¥ face un unehi obtuz cu axa Ov. delerminali exprosia analitica a
vectorului ¥,

b} Determinati un vector perpendicular pe planul ABC de normai epali ¢i 6. . -
w pep gal ¢ ‘/— Sofutie, Dack ¥ Lit. b, atunci ¥ exte coliniar e i b, Prin urmare v = i&(axh)

Salﬂffe a) Avem AB (xg—xp ) +{yp - yA)JHzn—' A)k 3s2j- S3% I ; (AeR). Condiia-Iv}=26 san AL~ 3|~123+4kﬂ=26 conduce. la - A=
AC =2 -3j-20, BC— ~j-5j+k. Lo . o s : ' 5 ~:Vectorul ¥ face un unghi obtuy co axa (v dacd componenta sa pe. ' este negativa.
5 - _ i'entru aceasta lrcblnt: et h=2, Deci ¥e=—6f = 24]+8k.
Atunci ABﬂ_|E3a +2j 33«[ 32+72 + -3)% ST S 5 (l\
B \/.__—.__% e 1USe dou vectorii §=Jf+k 5 b=1{-j+K. Caleulayi lungimile faturilor. Tungimile
iACI“ u2i -3~ "kﬂ’“ LT = \/'m [ N : diagenalelor §i arda paralefogramului determinat de cei doi vectord. Ce se poate spune
L e : despre forma acestui para!clogr:un’?
i ™ _ 2 e oo . Lo e i " ; _
BCE? —!ﬂ’ i ,SJ "'fi” \I( 1) +(=5)" +1 \[27 s s : Respuns. Jil= JZ,!Ehﬂ J3, Eiclli d f— v3,8= V6. Pamalelogramul este un
U R R : } dreplunghi. SR
Apol ABxAC={3 2 —3i=-13i— 13k-—13(1+k) .
T |3 -3 21 T Q}Eu vectorii § = 3§ -2 ¢ b= {+2]- 3K, talcu!au sinusul unghiulai dintre diago-
1= = 3.3 nalele paralctngramulni construit pe vectorii # §ih.
Aria triunghiului ABC: * S[ABC]="-- ;AB:: Ac!|-—-1{—13(| ¥ j)]}= NS PR 7
Bl :_', 2 . Preispans. sinfd + b —b)_ ¥ 5

-t =)

AB AL (3;..,.':] 3y (21_31_71() 13.Pe axcle de coordonate Ox, v, Oz sc iau q;.g:,mt.mc egale cu 1, 2, rcspecm 3,

COSA = - \/“2 J—'I misurate de la qg_-xgmt.__ ¢ ‘alcuati arin Innnghlulm nb_u_pm pri_n unirea aceslor puncle.
) 0 :
AR 41AC!I 7
B R USRS 5= 1 o .

11




§5. PRODUSUIL, MIXT

So numegte produs mixt al vectorilor 3, b, € e V3, in aceastd ordine, numirud real
{scalaruf) notat (&, b, ), definit prin
@b, =i bz
Expresia analiticd a produsulu mixt
Daci @ =ay1+ay] +asll, b= byi+byJ+bsk, €=c T +cq] +e4k, atunci
a;  dp 33.
(#b,8)=[b; by bal.
Gt €2 &3

Proprietitile aloebrice ale produsufui mixt

1) Daci in produsul mixt s¢ schimbi ordinea a doi factori acesta igi schimbi (doar) ‘

semnul. De exemphu: (&,b,8) =—(h,§,5).
2) Cu cei trei vectori #, b, ¢ se pot forma 6 produse mixte, toate egale in valoarc
absolutd, trei avind semnul “+” far trei semnud #.%:
(#,5,8)=(b,e,8)=(&4,b)=u,
(E:ﬁvé} = (asélB) = (E;B,ﬁ) =—p.
3) AGR,B,E)=(M b, ©) = (3,25,8) = (8,b,25), VAieR.
4) Produsul mixt nu se schimbd dacil se permut intre ele cele doud fiperi de
produse, adicd o
(&b, 0)=a (bxe)=@@xb)¢.

prietitile peometrice afe produsului mixt

1} “Erei vestori nenuli sunt coplanars dacd si numai dacil produsud lor mixt éate nul.

2) Dacdi 4, b, © sunt trei veclori nenuli gi necolintari doi cdte doi, atunci modalul

produsulsi mixt este egal cu volumul paralelipipedului (eventual, degencrat)
determinat de cef trei vectord.

licati dusnlui mixt
1) Caplanamaiea a tnn vectori nenuli &, b, €:
: “ @, b,5y=0,
2} Caplan.amalca a patru puncte A,B,C,D, distincte dous cite dous:

“3 - -y
(AB,AC, AD) = 0.
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3) Volumul paralelipipedubui determinat de trei vectori neneli §i necoliniari doi cite
doi:

v =|d,B, &)

4) Volumul tetracdrului OABC:  V[OABC] =+ '(OA OB, oc)‘

1. Vectorul € este perpendicular pe vectorii & gi b, care formeaza intre ef un unghi de
30". Caloulafi produsul mixt (7,5,5) daca =6, [B]=3, fg)=
Solutie. Deoarece vectorul € este perpendicular pe & g b, © este coliniar cu dx b,
Exiutd atunci A eR astfel ca €=A(Axb). Din egalitatea [&]=[M@xB)], sau

4=f3:l'|ﬁl|'|ﬁ”-8in30°, rezultd A = ig. Atunci avem
(&b, &)=i-(bx¢)= (@xb)-e =A@ xb)? = Mg x5 =i%-92 =336,

* 2. Caleulati volumul paralclipipedm_ui construit pe vectorii .
G=2i-b+¢ V=d-E W=b+t
stiind ¢4 &,B,C e 3, l@]=1, [b=2, [el=3, £(@5)=90", L@xh,5)=60".
Solutie. V =[(8,%, %)= 4(d, ,) - 4l xb) - & = 4]fa xB||-Jell- cos(@ x B, &) =
= #{lal- [ sin(s, B)) Ie]-congax B, 5y =12. -

i) Demonstrati cd oricare ar § trel vectori niwcoplanari @, b,& vectodi a~b, b—¢
€—# sunt coplanari.
Indicafie. Se arath ci produsul mixt (& b,B-%,e~)=0.

4. Demonmrau cd daci este adeviratd cpalitates Axb+bxe+oxa=0, atunci
vectordi &, b, sunt coplanar,

Indicaie. Se inmuliegte scalar relatia dm ipoteziicu i g rczuili.‘. (a,h, §)=0.

S\Se dau voctorii 8=i+j—&, b=i1-j+k &=-7+j+E. Calculai volumul
paralelipipedului determinat de cei trei vectori gi inalfimea sa corespunzitoare bazei
consirvitd pe vectori § gi B,

\ Solufie. V=4, h=42.

Calcu.lag vnlumul tc!medmlw care are varflmlc in punctele A(OO 1), B(2,3,5),
C(6,2,3), D(3,7,2).

Réspuns; 20.
é])})emonstmﬁ ci pumetele A(1,2,-1), B(0,1,5), C(-1,2,1), D{2,1,3) sunt coplanare.
-+ = =
Indfcafie: Se arati ci produsul mixt (AB, AC, AD)=0.
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i‘ Se consideri punctele: _
1) A(2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7), IX-5.-4,8);
2) A(L1,-3), B(2,-1,1), C(3.3,13 D(-1,4,2);
3) A(2,-1,1), B(5,5.4), C(3,2.-1), P(4,1,3).
Pentry fiecare din cazurile de mai sus, calculati: _
a) Perimetrul gi aria triunghivini ABC. misura unghiului ‘din A si distanta de la
punictul C Iz dreapta AB.
b) Volumul maraedmlul ABCD s dmla.nga dela punctul Dia planuE ABC

- o
..va[uﬂe l)a)AvcmAB 2.:—"_] -3k, AC=4i+6k, BC= 21+2_|+9k s

EAB}I: V2 v+ =TT, EIACII= Va4 = 53,

— —_——— o
IBCl=v22+22+97 = 3o

T i &
- | ..
Caleulim produsul vectoral A.BXAC I’ =2 =3=-43i+6j-2k) si norma
40 6|

ias =l

ABXAC“-I— 4|-f31+ 6]~ 2k| = 4449 = 28 . Atunci avern:

i
SHE

« porimetrul triunghiului ABC: P{ABC]=!§ 1+llArll+EiB£‘!i— AT+ ﬁ? + \/89
ey —|

1
« aria mumz!nu!m ARC: S[ABC]== IIABY A(‘I == 28-— 4,

ABAAC 24+ (2) 0-r(—-3) -6 —10

"easA= T 1752 vesd
. V
JaBljac
. _2-SJABC] g 2.14
o disf{C, AB) = -~ = TS
[aB]
k) Pentru caleulul volumului tctrz:cdruiul ABCD se determing i vecwrui
-

i!.D——‘l':—'1',]+'7‘1(“—'l(| +j-K). Avem

]I B 1
V[ABCD}-—*IABACAD == ABXAC AD

154
= w-]—4(3t+6j ~ )T+~ k)l_ =.28-13-1+6- 1+(—2) (—1)}
Distanta de {a punctul I Ia planul ABC eslc lungimea indltimii din D a

: . . 3. V[ABCD 154
" tetracdrului ABCD. Deci dist(D, ABC)= — [ ] e

S[ABC] = 14
14

2) P!ABLE“J_+J_+J17 S[ABC]= J77, cosA = VA
dl!’i(c AB) = 7 V[ABCD] = 7 , dist{D, ABC) = _3_?

-
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P - 5
3) PLABC]- V54 + 414 + /38, S[ABC]= %Jsg, cosA = S,
-

V59 6
disttC. ABY=-—-, V[ABCD]=3, dist{l>). ABC)= .
( Y e [ 1 is{ ) 753

9. Se dau vectorii 5 =2+ (A+ 2] +3k, b=T+Aj—K, &=4j+2k, unde LeR.
a) Determinagi valoarea parametrofui A astfel incdt vectordi 53 fie coplanari,
by In acest caz, descompunei vectorul § dupa dnu.;ul;. vectorilor b ¢ € 4 L.;llcuiagl
arfa paralelpgramului determinat de vectori b g €.

Rispuns. a) A=—8:b) &= b+ ;E, $=/T6d.

6. DUBLUL PRODUS VECTORIAL

Yic i, B, € e b5, Se numeste dubinl produs vectoral al vectorilor &, b, & vectorul
dx(bxe).
Dublul produs vectorial % (b3 ¢)este un vector situat in planul determinat de
vectorii B ¢i €. Scrierea sain functie de b ¢ & este datd de formela
dix(h=e)y= (i Hih—(i-he.
Pentru rt.unm..i acesteda se folosegte exprimarea sa cu ajutoru] determinantului simbofic
hogd
dfbry=! !
ih g
Praprietit
A (Bxe)=0 daci ¢ numai dacd wnul din vaciori 4, b, ¢ este nul sau D §i &
stnt coliniari sau # este ortogonal pe b gipe €.

1. 8 dau vectorii 4. b, ¢ & 5. Demonstrat ca:
dx(heeyi bu@ni)Fes@nm=10

t~

. Demonstrati ¢if pentr ovicare patro vetori i, b, €, d =¥ are Ioc cpalitatea
dl

"‘i

li.¢ h-¢
i-d b
cunoscuti sub numele de “identitatea lui Lagrange”.
Solufie, Notim ¥ = ¢« 4. Atunci avem

. - B} . . - e dl
(83B) (¢32d)= i) c—=-,i-(b_;:i_;)=a-[ir;:(é:<d)}§av§{5_i s.a'iz
A, . L & begl
=8 [(h-DF ~ (b OV | = (h-d)ii - &)= (b-EYF -y =| . . .
: dq-d bed




3. Fie 4, b doi vectod liberi,  # 0. Demonstrali egalitatea
b

§i dati interpretarea sa geometrici.
Indicatie, Relatia de mai sus reprezinti formula descompunerii unui vector b dupi
directia unui vector nenul @ ¢ a unui alt vector perpendicular pe acesta.

4 Dacid, b, € & Va, verificati egalititile:
a) (@xb)-[#x(bx&)]=—(d-b)&,b,e);
b) (i b,bxc,ExE) = (4,b,&);

@xbyx(@xe)
(ixb,bxE,exd) @@,60D)

©)
Solufie. a) Avem

(ﬁxﬁ)-[ﬁx(ﬁxa)]=(§x5)-§ - =(@xb)-[(A-©)b- (@ b)E]=

=(@-B)@xb) B~ (@ (i xb)-€1= - @ B)@. B, ).

0
g i
b) (a'xb,bxa,ﬁxﬁ)=(ssxb){(bx_ﬁ)x(ﬁxﬁ)]ﬁﬁxh)-(bxoé)-e (B8 =
(3,b,5

= (@x B)-[(#, B, ©)8] = (&,b,©)(A xb)- €] = (4,5, 8)%.

5, Sc dau vectorii aﬂa'f+{3j+j'_fc, b= P +7j+ ok, E=y¥+cxj+[§§_. Atitali o

veatorii i >(bx &) si b— ¢ sunt coliniari,
Rétspuns, (b xt)= (0B + By + yu)(b~&).-

6. Fie piramidz regulati VABCIncare AB=BC=CA=a gi VA=VB=VC=b
(b > a). Demonstrali egalitatea: N -
' - - - apl_zl o
VAXVB |[®VC= ——AB,
Solufie. Fie 8 misura unghlulm dm V al une fefe lalerale Conform feoremei uom
2% - 57

nusulsi, averm cosB = ——;b% Atunei

" b - - Y- - -3} o 2 2
VAX VB ><VC=(VA-VCJVB VBVCJVA bcosBVB V%J

=
=b%cosOAB =

T T S
b2 Zbeza AR= 2b ; a AB
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§7. VECTORI RECIPROCI

Fic &, €, € trei vectori necoplanari. Produsel lor mixt (8),8;,8;) este nenul §i
cet trei vectori formeazi o bazd a spatiulei 5, denumitd in continuare baza directd a
spatiull /5. Considerim vectorii
- Ez X'é:; - §3><El = 3;?&32

e g = et v
(1,83, 63)° (81,82,83) (81,82,83)

1. Demonsteati ¢ multimea {1}, 15,73} formeazd o bazd a spatiului ¥y, (numit baza
recigmci bazei { é] . -é.z . 53 })

Indicapie. Se aratd ¢i (F, T, )= de unde rezulti ci (T}, Ty, T5) =0,

1
(8,887
si dect vectorii ), f5, f5 sunt necoplanari,

2. Ardtagi ¢ au loc relatifle:
G =1 &-f=0 8-§=0
§f=0 & =1 & f=0
§-f3=0 By-T3=0 &3.f3=1

3. Demonstrafi afirmatiile: :
a} Dacd vectarul & are in baza directs { 6, 8;, 33 } scrierca
' D=8 +agly +agls,
a!unm cemponentelc {ui in aceasti bazi sunt cfnlc de formulele
a!—n T, a,=a-f,, 3ua f3
Prin’ urmare, vectoru] i are in baza directd scrierea
A= i‘l)E, +(§ fz )Lz +{&- r3)t3
b) Dacd vectorul & are in baza reclpmca {fl y !'2, f‘3} scrierea,
i=i 1 ?14*2-2 ¥2+l3f3
atunci componentels lui in aceastd bazi sunt
A = 5-51, i 2=§'62, A 3=5'é3.
Prin urmare, vectorul & are in baza reciproci acrierea
d= (3 8 +(@ 8 +E &)

4. So dau vectorii & = [+2j—K, 8 =i~2j+K, &=i+j-k.
a) Demonstra(i ¢l { ), 61, €3 } constituic o bazi pentru spatiul vectonal ¥5,
b) Determinati screrea vectorului & = 2§ — 3]+ & n baza directd {8 8, &, B3}giin
baza reciprocd {f;, iy, f3 }
Solupie. a) Veotorii &,8,,8; sunt necoplanari deoarcce. (§;,8,,8,)=2. Prin
urmare, { &, &, &5} este o bazi a spafiudui 15.
b) Distermindm baza reciproci
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I i] K|
- #y X ig 1 1. &
fi=—"———=-1 -2 1l=3{(i+2j+3k),
(91,92,03} 2 2
I . |
L TR
< 3%8 -
r2=(—,3ﬂ 1 =5 1 —Y=5 (iR,
€1,82,81) 5 g
s e i;f i K ,
- el €n | -
m————"—==i] 2 wl= {-2j~dk)--j~2k
@) 2 REE

A

Componentele lui & in baza c!ircctz‘i sunt:

ay = -y = (27 - 3j+¥) = (:+’j+ -_!,(Zrl P(=3)-24 13 -

s - 1 3
ay =di-fy = (2] ~3f+ k) - (1+L)—;(2-1-*-(—3)—1“1-!);;.
ay =i -Fy = (21-3f+8) (-f-28) - 20 -31(-1)  1{-2) 1
1. 3
Deci sericres lui & in baza dircotieste & =— _ 8 + & +¢3.

Componentele lui d in baza reciproci sunt; !., =i ¢y =-3,"4; = i iy =9,
Ay =8-%3 =—2. Atunci serierea bt & in baz reciprocd este & = ~3f; + 91y - 2F,.

5. Sedaunvectarii G =i+ +k, G =i-], d3=j+2U si a=27+j-3H.
#) Demonstrafi ¢ acegli veulori sunt necoplanari gi determinati vectordi lor reciproci.
b Gisiti descompuncrea veclorufui & dupd directiile vectorilor 8. §,. &.

Rdspuns. a} Vectorit sunt nccnplmnn demarcce (€, #5, e4) = =3, Veolori reciproci
.1 O
sunt f; = 1(2 +2i-k), My = (i-—?.j-l-k).f1:= 1(-i-—_i +2k).
b) 4 =38 — 6, — 38, ' ' '
6. Daci &, €, 3 sunt frei vectori necoplanad §i . 5. f; sunt vectorii lor
reciproci. demonstraii cgalititile:

a} Ele]+62>:f1+'e'3>‘.f3=ﬁ; .
) (£, 89,830+ (6). by, 60+ (81 62 V= {6y 0 B + £ Fo g
c) {f] Xf:.f: ?’-f},f:,xi:l}:(f].i::.f:;)'l{li] X(?;n.éz Kf‘:\,é; .-\{é] ) AN

: l!) Iéi}:(é2 . )][fl (f‘).ur3)] (l! éz){rl h)"}'(t‘ 81)“'] r'{i

8

CAPITOLUL Il

SPATII VECTORIALE

§1. DEFINITIA SPATIULUI VECTORIAL. BAZE. DIMENSIUNE,
SUBSPATII VECTORIALE. SUME S INTERSECTIH DE SUBSPATH
VECTORIALE,

Fie K un corp comutativ §i V un spatiu vectorial peste corpul K. Elementele lui
K (scalarii) vor fi notate cu a, b, g, .., iar elemeniele lui V (vectoril) vor {1 notate cu
A B,C, ...

O multime de vectori 8 = {Xj, ..., Xu} din V va fi numitd -sistem de generatori
pentrn V peste corpul K dacd orfce élement X din V se poate reprezenta sub forma X =
xi X1 + L+ X, . O multime de veetori 8§ = {X, ..., Xi] din V va fi numitd sistew iniar
independent in V dack din egalitatea : %)X, + ... + x. Xy = 0 rezultd cu necesitate ¢ x, =
= =x,=0, In cazcontrar S se va numi sistem de vectori liniar dependent.

O multime de vectori § = {X), ..., X,} din V care este sistem liniar independent in V
si sistem de generatori pentru V va fi numitd baddalui V {peste K). Oricare douii baze ale
lui V au acelagi numir de elements, numir care/se numeste dimensinnea spatiului vectorial
V peste corpul K §i o vom nota cu din x V sdt simplu cu dimV. Cand acest aumdr existd
{este finit) se spune c¢i V are dimensitunea finiti peste K.

Fie Vy, ..., Vi subspatii vectoriale in. V. Subspatiul vectorial {Xin Veu X=X, +
+ X, unde Xjeste in Vi } va fi numit suma subspatiilor vectoriale V), ... Vi, i va f notat
prin Vi + .. + Vi, Suma U=V + . + V, va fi numiti directd dacil orice vector X din U se
poate seprezenta in mod upic sub forma X = X; + ... + Xy, cu X In V;, pentru osice i.

Cu notatiile de mai sus are loc egalitatea : dim ( Vi + V2 )} = dim V4 dim V, -
dim (VyVz) 5i teorema: U= V; + . + Vy este sumi directd dacdl §i numai daci dim U =
dim Vi + .+ dim Vi Fie 8 = {X), ., X}, § = {¥X}, .. X'} doudi baze de vectori in V.

Matricea C = (g), i, j = 1, ..., n , definitd prin relatiile X/ . z GiXj,i=1.,nva fi

J=1
numitk manicea de trecere de fa baza § la buza §7. Fie XeV si S, S’ bazele de mai sus.
Drcli reprezentim pe X in cele doud baze - X = X + ... + 5%, = ¥ ;X’; + o+ KX

x; X
atuaci | ¢ | =C ! , C fiind matricea de trecere de la baza § la baza 9.

n

1. Fie R corpul numerelor reale. Care din urmitoarele submultimi sunt subspatii
vectoriale in R*?
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&) Multimea vectorilor X = (xy, xz, %3} cu prima componenta x; = 0,

b) Multimesz vectorilor X = (x4, %z, X3) cu prima componentd x; = |

¢} Multimen vectarilor X =(x1, Xz, %3} cu X% = 0 (reuniunea planelor x; = 0 5
Xz = 0)

d) Multimea formati din vectoral X = (0, D, 0).

e) Muljimea format# din toate combinatiile lintare cu vectorii U=(1, 1, 0) st
V={(2,0, 1

g} Multimes vectorilor X = (%1, %z, %3) cu x; + %+ x3 = 1,

Solutie. 2) Este suficient 53 aritim cif suma a doi vector din mulfimea indicati
incd un vector in aceastd mulfime si ¢ produsul unoi vector din multime cu un scalar real
este incd un vector in multimea respectivi. Fie X = {0, %z, %3), ¥ = (0, ys, y3) 5t AeR. Avem
CAX+Y=(0, % +vy, x3+ys)§i AX=(0, Axa, hx3). Deci multimen indicati este suhspatiu
vectorial in R”. i

b} 53 observim ci vectorul nul (0, 0, 0) nu apartine mulfimii, deci . putem avea un
subspatiu vectoriaf. : -

¢) Nu este subspatiu vectorial in R® deoarece suma a doi vector din planele x; = 0.5
%z = 0 nu aparjine in general Ia niciunul din ele. Exemplu: (0, 1, 0) + (1, 0, 0=(1,1,0) -

d) Este subspaiu vectorial in R® deoarece (0, 0, 0) + (0, 0, 0) = {0, 0, 0) 5i A+(0, 0,.0)
=(0,0,0). RS
. €) Multimea respectivi este {xU + yV | x, yeR}. Este clar c suma a dou:clemente
de formé xU + yV este inca un element de aceastd forma. Produsul cu un scalar, la fel .. -

' DFieX=(x,x,%), Y=(Lv, ) cuxs—% +3x, =0s ¥a—y2+3y;=0: Avem
XY =00 +ys, X2 ¥, x5+ ya) § (%3 + y3) — (%2 + ¥2) + 300 + y1) = 0. Peniru KeR, AX=
(Ax1, Axz, Axs} i Axz - Axa + 3Ax; = 0. Deci mulfimea indicati este subspativ- vectorial in
R’. In general, multimea vectarilor din orice plan care trece prin-origiie conistituie un
subspatiu vectorial in R®, . - : e R

&) Nu este subspativ vectoris! In R? deoarece (0, 0, 0) nu apartine mulfimif, -

£) Multimea vecsorilor X = (x1, Xz, X3) ct X3 ~ x5 + 3%, = 0. :
&

2. 54 se arate ci multimea vectorilor X = {xy, %3, x3)= 1 care'se isesce pe 0 d'r'e_apta'l

ce trece prin origine formeaza un subspatiu vectorial reaf in R”. Daci dreapti i trece prin

origine ce putem spune? .
Indicatie. Vezi 1,
Reispuns: Nu formeaz# spatiu vectorial.

trec prin arigine. Care sunt subspatiile vectoriale de dimensiure 1 din R%?

3. 5# se arate c toate subspatiile vectoriale de dimensiime 2 din R sunt pl_u_x'i_élé: care _

Indicaie. Fie V un subspafiu vectorial de dimensiune 2 din R? gi {U, V} o bazi i'I_t:V.

Vectorit U si V nu pat fi coliniari deci determind un plan, [
Rispuns. Dreptele care trec prin origine sunt toate subspatiile de dimensiune.1’ din
R ' o

4. Cu ajuterul proiectiel stereografice putem s introducem pe sfera Xy =R

din care scoatem polul nord (vectorul (0, 0, R)) o structuri de spaiu vectorial real, Si'se.

arate cil acest spatiu nu poate fi subspatiu vectorial in R?,
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Indicatie. Suma a doi vectori cu extremitifile pe sferd (efectuati in R%) nu mai ests
un vector cu extremitatea pe sferi.

5. Fie vestorii Vi =(1, 1,0,0), V. =(1,0, 1, 0), V;=(0,0, 1, 1}, Va=(0, 1, 0, 1}in
R*. Sunt acesti vectori liniar independenti? Constituie ei o baza in R*? Care este subspatiul
vectorial din R* generat de ei §i ce dimensiune are acesta?

Solutie. Fie combinafia x; V) + %2Vz + %3V; + Vs = 0, sau (% + X2, X1 + X, X0 F X3,
x3+x4) == (0, 0, G, 0). De aici gisim sistemul de ecuatii liniare in X1, X2, X5, X40 X1 +Xa = 0,
%+ % =0, %+ x3 = 0, x3 + %2 = 0. Acest sistem are o infinitate de solutii si anume

o (1) : X[ﬁ?\.,x:=—;\,X3=A,X4“'-R.,CuleR.
Deci vectarii Vi, Va, V3, Vy i sunt liniar independenti in R si deci nu pot constitui o bazi
in R (dim R® = 4). Putem lua A = 1, de exemplu, §i atunci. V) = Vo~ V3 + Vy, adici v,
apartine subspatiul generat de Va, Vi, V. Sunt Vg, Vi, Vy liniar independenti? Si vedem
dacd sunt! Fie combinatia xpVz + x3V3 + Ve = 0 sau (%2, X, X2 + x3,.%3 + xa) = (0, 0, 0, 0)
de unde Xz = %3 = xs = 0. Deci V3, V3, V4 sunt liniar independenti si formeazi o bazi pentry
subspatiul generat de Vi, Vy, Vi, V,, care are deci dimensiunea 3. Din acest ultim motiv si
din (1} rezultd ci oricare tref vectori dintre vectorii Vi, Vi, Vi, Vy pot constitui o bazi
pentru subspatiul considerat.

a b ¢
6 FiematriceaT=|0 d e|,gb,cd e feR
00 5

_ 83 se arate cd vectorii coloand (a, 0, 0), (b, 4, 0), (g, &, f) sunt Eniar dependenfi
dach 5i numai daca a-d-f=0. = ) .
Indicatie. Vezi definitia sau Faptul c& vectorii coloand intr—o matrice sunt liniar
independenti daci si numai dac3 determinantul ei este nemul {pentru o matrice patrati) sau,
dach 51 numai daci ea ere rang maxim (pentru o matrice aarecare),

7. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K si Vi, Vi, Vs trel vectori limiar
independenti in V. Sunt vectorii Us = Vi + Vi, Uy = V; + V3, U; = Vz + V; liniar
independenti?

Indicatie. Si considerim x,U) + x;Uz + x3U; = 0 san x; + =0t =0,5+x
= (; gistemul acesta are solutia banald numai dacd in corpul K nu pot avea 2-1 = 0, adici
dack corpul K s are caracteristica 2. De exemplu, corpul format cu elementele {0, 1} are
caracteristica 2. : -

0.1 4 3
. . o0z -2 - L .
8. Fie matricea U = 000 . 8i se giseascd o bazi §i dimensiunea spatiului
000 0

vectorial real din R generat de vectorii coloand. Acelasi lucru se cere §i pentru vectorii
linie.

Réaspuns: O baza este, de exemply, B = {X;, Xp} cu X; =(1, 0,0, 0), X3 = (4,2,0,
0). Dimensiunea subspafiului este 2. In cazul vectorilor linie, cu mecesitate avem aceiagi
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dimensiune ( = rang U) 5i o bazi este, de exemply, B = {X1 X euXy = {0, ] 4, 3), X =
0,02, -2,

9. Giisiti In R® dous baze distincte § = {Xl, X2, X3] §'={X), Xa, Xgi
Raspuns: Fie, de exemplu, X; =i X =, X3 = &, X' = 3k.

10. Fie V spafiul vectorial al matricelor 3x3 de compenente numere geale. sa s ar}ge
J e
07 0 L
ci cele 9 matrice by = iy — 1 —|, i j=1, 2, 3 constituie o bazi in V pestc’_'cm‘pul
0o | o R

numerelor reale. Care este dimensiunea subspatiufut vectorial al matricelor mmelnce 3x30n
)
Ritspuns: 6, Q bazd este {Ly, Lag, Lag, Lz + Lag, Loy + L, Lyg + Ly},

11. Fie V un subspativ real s Ly, La, .., L., XeV. 83 se arafe c3 in:'ﬁét:'_ziré din
cazurile urmitoare { Ly, .., Ly} formeazi o bazd §i s2 se giseascd coordonatele vectorului X
in aceastii bazi: o o

a)li=(, 1,1 La=(1, , 2 k3= (1,2, 3, X = {5, 9, 14); V=R"

BYLi=(2,1, -3}, La=(3,2, -8, Ly={1, - L 1nX=(62 -7;V=R"

)Li={12 -1, -2, La=(2.3,0, = 1), La=(1,2, 1,4), La=(1; 3, —1.0),X=
{7.14, ~1,2); V=R"

Iud:cape a} Fie xqLy + xaka + x363 = 0. Sisterud liniar in %y, g, x; are numai sulup;s
banuld x) = x; ='x; = 0, deci Ly, Lz, L; sunt liniar independent §lcum V = R\:Il e, fnrmeaza o
bazd in V. Acum X= (6 9, 14} = xl(! 1, 1)+ xa(l L2y+ - 51, 2,.3). Gas:m s:stemul

: X X, +Xy=0
finiar: ' - T X 2%, =9,
’ X, 2%, +3x; =14 i

care acmite solutia x;.= 1, x = 2, x =3 Deci X = Ly + 2Lz + 3Ly 'sau X = ([ 23
fLa, Lz, La}. o
Réspuns: by X=L; + Ly + L, )X = 0L + 2La +L;+ 2L4

Ce 12 Cﬂre este matrices de trecere de fabaza Ly =1(1,2, 1), L; = (2 3, 3) L

E) Ia baza L'} =.(3, |, 4, L =52 N Ls=0,1 -6 s care sunt rafagule dmtre"_

coordonatele unui vector Xe R’ scris in cele doud baze?
, Solupie. Se verificd imediat ci {L;, L, L3} §i {L], L' L5} formeazi doudl baze in
R’. Prin definifie matricea de trecere C = {(c, J)| 13 se gAsegie exprimind elementele "nou"

baze in "vechea" bazi.
Ll—(3 1 4)*‘”0”(1 2 1)+C21(2 3 3)+ CJ](J;-" !)
Lz_—(S 2, 1y=caf,2, D +en(2,3, 3+ (3,7, 1),
L’3=(1,_1, ~6)=en(l, 2, D+eas(2, 3,3} +cnl3, T 1) oo
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27 =71 —aly
Rezolviind cele 3 sisteme linjare care apar gasim: C=| 9 20 9
4 12 8

Relatiile fntre coordonatete unui vector X = {x,, X3, X3} = 1, ¥y, x5} in cele doug haze

X x
sunt date de egalitatea:| x, | = C| x, |
%3 Xy

13‘FieinR4baz::1eL1=(] LD La=(L2 1 D Ls = (LL21), L= (1323,
Li=(1,033,L2=(-2 = L3 =(2,2,5,4), L= (-2 -3, -4, - 4). By
coordonatele vectorului X in pﬂma iJaza X =(1, 0, 0, 0). Care sunt coordonatefe Iui X g,
baza a doua?

2 0 1 -y (1 AN EA i
) - 31 -2 1] |0 x| x 4la

Réispuns: Matricea de trecere este; O = o2 -1l elT C . . x =C
R S R R ¥} \xl )

= prima coloand a i €™,

14. Fie P, spatiul vectorial al po]inoame]or reale in variabila t de grade < n. 8§ o,
arate ci vectorii I.,; =1, Lz =1, ..., Ly, = t" formenza o bazil in P, peste R. Dac a&R 8
arateci Ly =1, L5 =1- Ln =0- a) formeazd de asemenea 0 bazd in P, peste R
Peatru n = 3 care este matrlcea de trecere de la prima bazi la a doua? Fie B _
PP Py WP, Ate P dimensiunéa finitd peste R? De ce?
Indicatie. Orice polinom de grad <n se dezvoltd.in serie Taylor in t=a i se Poate
serie deci ca combinatie intard de puter ale lui t — a. Se tine seama apoi cB dim Po=n+ {
1 ~a & -a

¢ 1 -2a 3a°
Raspuns: a A ; Nu.

0 0 1. ~3a

o 0 0 1

15. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K §i Ly, Lz, La vectori in V. Cum trebuig %
fie vectorii L|, Ly, Ly pentru ca vectorii Fy=Ly+ 1y + Ly, Fa=Ly+ Lo, Fa= Ly + Lasi g
liniar independenti?
Retspuns: liniar independenti. {Vezi matricea de trecere in subspatiul generat de Ly, Ls, Ly,

16. In spatiul liniar (vectorial) al selutiilor sistenmlui:
x—y-3z-t=0
x+y+z-3t =0

fie solutiile Vi = (1, = 2, 1, 0), Va=(2, 1,0, 1), V3= (=4,--2,0,-2), V4= (4,7, -2,3),
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53 se arate cd: a) vectorii V), V, formeazii o bazi i

. : , azi, b) 83 s i § i

bazd. ¢) Vi, V3, V4 pat f liniar independenti? ) © exprime Vs o aceastd
Raspuns: b) Va =—2Va; ¢) Nu (dimensiunea spafiului este 2).

17. Fie vectorii X; = (2, 1,3, 1), X2 =(1, 2, 0 13, X:=

HLE ¢ 21,3, 1), Xa 4,01y XG=(-1,1- in R* S

determme_ dimensiunes subspatiului generat de X, X, X5 §i c3! baié asa > O MR St se
Rispuns: 2; {X1, Xa}, de exemplu. ~

18, S& se arate ci subspafiul vectorial = . .

! ard generat de Vy = (1, 3 = =

(3, 1, 0) in B coincide cu Tatregul spativ R, 1TV (63,2, Vs
Indicafie. V), Va, V3 sunt liniar independenti, far dim R® = 3.

C19.FieVi=(2, 1,3, - 1), Va=(= 1, -3, 1), Vs=(4, 5, 3-1), Vo= (L 5. :
R'. Sii se determine o bazi a subspu;iuh(:i vectorial glne:at cge lafc’:’e:t,i \Ee);:to:i in(lft“i _:3.’. .D o
tS'oIrf;ie. V120, este clar c@ nu existd acR astfel incit V, = 2 -v v .a . n
gﬂ:sgzﬁtgiu}; %e;eraf df: Vi s Vz?_ Altfel spus, existd a, beR astfel Incit V31=‘ a-\:l fiff\l];
e " = 2. Raméne acum 53 ves.lem daci V4 intrd in acelasi subspafiv. Gasim ciV,=
1 2. Deci {Vy, V2} este o bezk 2 subspatiului generat de vy, V5, Vi ViinRY, .

s 290. Fies)le-(z o1, 2, D X=(L L0, L1, X=(0, ~2, 1,5 -3), X;=(1

-3 2,9, - 5) vectori In R®, §i ine di ; BT

vectori in R” §i o bazi a sa, & se determine dimensiunea subspatiului generat de acegti
Rispuns: 2; { X, Xz} sau'{X), Xa} sau {X3, X3}, etc. R

{ 21, 52 se arate cf vectorii L, = (1, 0,0, 1 La=(0,0,0,1), Ly=(1, ~ 1, 1, 1), Ly
=(1, =1, ~ 1, 1) formeazj o bazi in R si si i forul X = (1 5 il
bazt, ) 0 bazd in R 5i 51 se exprime vectarul X = (1, 0, 1, 1) in aceastd

Raspuns: X=Ly+ L+ %L; - j’ZI—L4'

Eo—
o0 L}Z;I(anl féc; bfgele(g =1{If)' =(1,0,0,L:=(0,1,0), L1 =(0,0, 1)} si 8= (I, =11
s hLx=(L 1, 0), Ly=(0, 1, 1)}, Si se giiseascs matri ' .
¥ simatom ey = O L f}‘,’ o azfss‘easc matricea de trecere de Ja baza S [a baza
Solutie. Fie C = (cy),j -1, 2,3 matricea de trecere de la § la 8, Avem L/ 1 =Ly + Ly 1 ‘
. 3y A 2
110

= . . : : T
Li+LpLis=1,+L3 Deci C=|0 1 1|. Matricea de trecere de Ja baza S" 14 baza S'va
Lo11
2 2 2
fi ci-| L 11
2 2 2|
J11r
2
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23, 87 se glseascd matricea de tracere de la baza {L, = (5,013, La={0, 1, 1}, Ly=
(L1, 1)} labaza (L1 = (1, 1, 0), L2= (- 1,0,0), L3=(0, 0, D}, In R
10 1 '
Raspuns: -1 1 1
2 -1 -

24. Fie vectorul X = x\Ly -+ x;Lz + x3L; exprimut Tn baza canonicd {Ls = (1, 0,0}, La
=(0,1,0),Ly= (0,0 1)} siX= ¥ Ly + "2l x5/, acelagi vector exprimat in baza L

=(0, ~1,1), L' =(1, 1, 0), L's= (1, =1, 1}}. Ce relatii existil ntre X1, X2, X3 si %, ¥,

X7 / /
Raspuns: X} =X; - %2, Xz =0 %3, X35 —X T Xz X5

25. i R fie bazele §= {Ly =(1,0,0,0), L= (9, 1,0,0), L3 = (0,0, 1,0), Ly = (0, 0,
0,1} siS={L1=(1,10,0),L2=(1010),L5=(1001), Le=(1,1,1, 1} Cumse
transformi coordonatele unui vector XeR* cind se trece de la baza S la baza §7

Raspuns: X1 = x’, + xjg + xjg + }((4, X2 = X"l + X"‘;, X3 = Xq+ }(/4, Xy = Ky F X4

26. in R fie o baza varecare S = {Ly, Lz, La, La} §i vectorii L'y = Ly + Lz + L3 + La,
Up=Li+Ly —Ly —Lg Ls=Ly =Lz +Ls —Ly Ly =1Ly —Ly —Ls+Ls S& se arate cd
L/}, U3, 15, Ls formeazi o nou bazi 8" R* gi 53 se scrie ecuatia hipersuprafaiei ¥+ xh -
®%3-x% =1, datdinbaza §, innouabazd 8. - - .

Indicatie. Interpretim variabilele x;, Xz, X3, X4 €2 fiind coordonatele unui vector.
arbitrar din R? in baza 8. Fie ¥y, ¥, x5, 'y coordonatele aceluiagi vector in noua bazi §

Deci:

(x) (11 1 1Y¥
X, 1 1 -1 -1
PR R T B Y B
x) U -1 -1 1A,
i

-] . - . . ) P J
Inlocuind Tn ecuatia hipersuprafetel gisim Kb oy K= 5

27. Fie (By), () doud plane. distincte ce trec prin origine §i {d) dreapta lor de
intersectie. Notim cu U, V, W subspatiile vectoriale determinate de (Py), (P4}, respectiv (d)
in R®. 83 se facd in acest caz cancret demonstratia pentru formula:

dim(U + V) = dinG + dimV — dim(UnV}. '

28. Fie (C1) st (Cz) doud curbe de clas C' 1n planul R®. Care este condifia necesard
si suficient’ pentru ca vectorii cu extremitatile pe {Cy){Cy) si genereze tot spatiul R% (O
curbi de clasi C' in R® este imaginea unei functii £: I—R?, de clasi C, cu I interval in R).
Réspuns: {C1) § {Cz) s& nu fie continute simultan in aceeasi dreaptii ce trece prin origine,
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29. Spatiul vectorial al funciilor reale continue pe-intervatul [4, b], Cla, b], este:finit
dimensional peste R?
Réspuns. Nu (Contine Py, pentru orice n — vezi problema 14.).

30, Sd se ilustreze geometric procedeut de completare pénd la o bazd a unui sistem de
vecior liniar independent, pornind co {X=(1, 1, 0)} in R®.

31 Fie in R® plannl (P) si dreapta (d), ambele confindnd ongmea Care este conditia
necesardl §i suficientd pentru a avea egalitaten R® = (P) + (d)? Este aceasti sumi o sumi
directa?

Raspuns: (dyz(P), Da.

32. Notdim cu § multimea sicurilor reale convergente. Fatil de adunares obisnulta 5
fai de inmulfirea cu scalari, § devine spatiu vectorial real (Ce dimensiune- are?); Fie T
spatiul vectorial real al seriilor convergente. Putem stabili un izomorf 1sm. intre. S sa .2 (ca
spatii vectoriale reale)? .

Indicatie. Asociem fiechiref serti convergente din X sirul sumefor parpnle .

Réispuns: dimS = dim¥, = «o;, Da. . o :

33. Fie K un corp §i n un numiir natural. 53 se construiasci, un; ﬁpagm vectnr:a! _peste
K de dimensiune n, Cite astfel de spatii neizomorfe intre ele pot consta?: i
Rdspuns: V.= K x Kx- =K . Unul singur. . -
Pl bl

a o -

34. (spatii vectoriale din teoria informatief). Fie corpul K = {g, } format din: doua
elemente i spatiul vectorial V = K x oK, peste K. Cnte e[emente are V si care este

A on

'dim};\f?
Raspuns: 2%, dimgV = n.

35. Fie Q corpul numerelor rafionale, R corpul pumerelor reaie 51 C ‘corpul
numerefor complexe. S se arate ci R este un spatiu. vectorial pesle Q de dlmenmune
infinitd, jar C este un spativ vectorial peste R de dimensiune 2.

Indicatie, Daci dimgR<w, atunci R ar avea tot atitea elemente ca gi Q adlcﬁ ar fi
numarabala ] mulnme M se zice numirabili daca extsm o hzjecgae f' NM»M)

36. Pe multimea R® definesc adunarea prin (x;, %; X3) + {y], yz. y;) = (xl o+ yl,'xz +
¥2, %5 + y3) §t inmulfirea cu scalari reali prin A(x1, xg, %Y = (A-xy, %2, %X3). Devme R’ spagau
vectorial real cu aceste uperam‘?

Raspuns Nu.

" 37 Fie Visiv: subspatu vectoriale in spafiul vectorial V.- Sa se arate 3 st V,
V3 este directi dacd st numai dacd dim(V, + Va) = ditr V|, + diniVy: - : :

46

38. Fie Uun subspapu vectorial in spatiul V. Atunci existd un alt subspagiu, U'in V,
astfel inedt V = U+ U’ far suma s3 fie directd. S se ghseasch U in urmiitoarele cazuri:
aU=P, V= Ps, cu notatiile de la problema 14;
BU=R V=R’ (U=(R 0,0}
) U =(d), dreapti ce trece prin origingin V = R
d) U = {(as, a, a3, ) | a1 + a2 + 23 # 324 =0}, V=R
Indicatie; U’ nu este unic determinat de U.
Raspuns. ayU' = {aX*+ bx? ? a beR}
b}f ={0,R R} =
¢} Orice plan ce nu con;me pe (d};
dyU' = {{0, 0,0, 3) |aR}.

39. Fie V'V, dous subspatii vectoriale In V. §i se arate ¢ Vi = V2 dacd i numai

daci dimVy = dimVa.

40, Care este dimensiunea urmitoaretor subspatit vectoriale din R"
2) U= {(ai, 3, ., 2w, 3L
BYU={(a,b,ab,ab )}
¢ U=1{(0,0,100,.)

R&spmrs: a}n—1; b} 2 dacé n=2; ¢) 1;

41. Gasiti o baza de forma {(1, - 1,0, i) (1 1,1, 1} ¢d}, in R*, unde ¢, deR".

Indicatie: SeiaceSp{(l, -1,0 1), (L, 1, 1, D} siapoideSp{(l, - 1,0, 15 (1, L L,
1), ). Astfel, se ia ¢ = (1, 2, ©3, ), d = (dy, dy, d3, dq) astfel incit matricea

b1 ¢ d
-1 1 ¢ 4,
T 7| siaibd 14,
0 1 ¢ d, 53 aibi rangy .
1 1 ¢ 4
) a b [ .
42.FieV=1v -c a+cllab,cdeR}. S8 se arate cii V este un spatin vectorial
d -d a+b)
3 1 1 2 0 0
de dimensiune 4. $4 se arate ¢ {Ay, Az}, cudy =1 1 -1 2isiA;=|0 0 2|esteun
-1.1 2 \1 -1 2

sistem de vectort liniar independent. 58 se gaﬁeasca matricele A3 si AqeV astfel incit {A,,
Az,A:,M]safeoba.zaan :
0180 0 0-0
Rispuns: Deexemplu As=|1 0 0isiA4=|0 0 0.
: 0.0 1 1. -1 G
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43, Determmap @ bazi in subspapui vecmﬂa] S = {{x1, %3, X3, X4 %5) | +
Xz —X3— 2%+ 3% =10, X-n-.JX:;—')X;—U}CR ) i ' )

Indicatie: Se rezolvi sistemul care apare §i se cautd un sistem fundamental de solutii
pentru acesta. S

44 Fie §, = Sp{{l 1,0,00,{0, -4 1,0), (1, ~ 1,0, 03} sszmSp{{O 0, 1 1) (0,
~ 1,0, B}, subspatii in R*. Construifi baze in §;m8; sitn 81 + Sz,

Indicatie: Se gaseste efectiv $1mS2 = {n(0, - 1, 0, 0}+%(0,0,1,0) | n, YER} S+ 8
este generat de toti vectorii care apar in 8, si In Sa. _Fossmm o matrice cu acestia 5i o parte
dintre ei care dau rangul matricei.

. - — :
45. Gisiti  coordonatele  vectoruli E = ( 4 5] relativ lag - baza

{G ;M hi ]Li 3} din s o)

46. Considerim in RY urmdtoarele subspatii: Vi = {{(a-b, 2 + b, ¢, c—2a)i a, b,
ceR}, V2= {(2d,3d +e, —e,d~ e)id ecR}, V3= {{m-3n,2m + 1, m, n) |m, neR}

Giisiti dm’l{VH'\Vv) a‘rm(V, + Vi), d:m(ngVﬂ dmr(V; + Vz + V3) 51 un sumand
direct pentru Viin RY, o

§2. APLICATII LINIARE DE SPATII VECTORIALE

"Fie V si V' doutt spagu vectoriale peste corpul K. O aplicatie £ V— v se va num1

liniard daci este aditivd st omogend, adica daci au loc relatiile:
a) X +Y)={X) +HY), oricare ar i X, YeV si
b f{h X) = A-f{X), oricare ar fi XV, ek,

Fie £ V—» V' o aplicatie liniari de spaii vectotiale, Vom aumi scledl aphcapel f
subspatiul vectorial Xer £= {XeV | f{X) = 0} iar numirul dimgKerf, dach existd, va fi numit
defecmhn aplicatiei . Subspatiul vecterial fmf= {Yev | exists XeV.cu Y. = f(X).} va
numi imaginea aplicatiei £, iar numarul disdme, dack existd, vafi nu:mt rangul aplicatiei . £
Avem relatin: dim Kerf + dim Imf = dim V. Dou spatii vectoriale V, V' peste corpul X sint
izomorfe dacd existi o aplicatie liniard £ V— V' cu defectul 0 51 rangul = dim V',V este
izomorfcu V', g se noteazd Va V', daci $l numai daci dim V = dim v daca ele sunit finite.
Multimea aphcatulor liniare de la V2 V' se va nota prin Lg{V, V). Lg(V, V') este tot:un
spatiu vectorial peste K. Daci V=V vom spune cii aplicatia liniar® f este o tran.sfarmare
liniard a spajiului vectorial V. Multimea acestor transformiri liniare formeazi un inel notat
cu Lg(V).
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. FieV, V' doui spatii vectoriale peste corpulK,B L. ,L,,} ohazﬁ Tn'V §ifl Vo
V' o aplicatie liniard. Matricea ¥ = (], ), 20 (m = dim V') definita prin reln;nle_

f(L,)= Z L', unde B = (L', ., L'y} este o baza in V' se va numi matricea asociatd

apl:ca;re: Iimare finbazele B 3i B'. Cénd vom spacifica: si hazele vom nota; pentry aplicafia -
liniar f, matricea sa asociatii, cu Fap.

Fie Mun(K) muljimea matricilor cu m-Hunii 5i n.colpane {care are structura de inel).
Aplicatia. f—>Fzp,. defineste. in izomorfism: de. inele: Intre L'x(V, 1) st Muo(K): Acest
izomorfism ne permite si Jucrim cu matricea: Fgg; in-locul aphcat:m fiDe exemplu mng f=
rang Fan.

Fie §, § doua baz.e inVsif: V—)Vo transfom:are Eamarﬁ Daca C este matﬂcea de
trecere de la baza §'Ia buza §, atunci F¥ = C. Fss C.unde Fes: notatd Fy este: matricea
transformiirii £ in baza § gi, analog Fy's. Douvd matrici A §i B. € Mu(K) se. zic asemenea
(similare} dack existd o matrice C & M(K), inversabild, astfel incat B: = ¢~ AC.:

Un subspatiu Lic¥ se zice invariant fati de transformarea liniard f daci {0t/ Un
vector X # 0, X e V se zice-vector propriu pentru f dacB f{X) = AX, A€k, iar A se numegte
valoare proprie corespunziitoare vectorului propriv X. Vectom proprii pentru acelagi A
formeaz8 un subspatm invariant fajy'de Fin 7, notat U5, Pohnomul P(A) = det(Fs - AD),
unde Fg este matricea asociatil lui £ Intr—o bazd S, far I este matricea identitate in Mp(K), cu
n = dimV, se numegte polinom caractensnc al transformarii f sau’ al matrieli Fg. El nu
depinde de alegerea bazei S'in. V. P(A.) = 0 se numeste ecuatia caracteristicd.a lui f. Dacd Ay
este ridicini a polmcmulul caractensuc P(A.) de multiplicitate k, atunci subspapul U are

dimensiunea < k. Daci £ are n valori proprii distincta A, .., J\,H.atuncs existf o-bazi S'in ¥
(& o

4
0 'y

astfel incit F sa fie diag(h, ..., An), adicd F, =
A

Matricea Fs se poate diagonaliza (adic este asemenea cu o matrice de npul diag(ay,

» &)} dach-5i numai daca ordinele de multiplicitate ale valarilor proprii. ale ef coincid cu

dunens;um[e subspatiilor invariante corespunzitoare ncestor: valori proprii. De exemplu
matricile simetrice se pot diagonaliza tntotdeauna.

- mamce A (a”)';'1(2zﬁ , sezice: munghmlarc‘i daci-ay = Opentrui>j, sau dach a;

= { pentrui<j,

" O matrice B se zice trumgulanzabrla daca este asemenea cu o matrice tnunghxulara .
Este important rezultatul: O matrice A este mangulanzabflé dacl 51 numai dacd polinomul
el caracteristic se descompune in factori lintari in corpul K. (luca ce are loc Intotdeauna
pentru K= C),

Un sistem Ilmar AX =B, cu AEMM(K) B vector coloasm X vector coioa:m, este
compatibil dacii 5i mimai dacﬁ rangA = rang[A, B] (Kronecker — Capelli).

Practic ins#, pentru rezolvarea sistemelor finiare sau inversarea unei matrici se
preferd metoda eliminiirii g lui Gauss.
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Este wtild remarca c& un sistem linfar AX =~ B, admite ca multime de solujii acei
vector XeV (VzK") pentru care fIX)=B, unde £ ¥V este o transformare liniard care
intr—o bazi anumitd are ca matrice asociati pe A. Alegerea convenabili s bazei poate
simplifica mult ciutares solufiilor sistemului.

1. Considerim rotatia planului R® in jurul originii, de unghi o, 0 <o = g-: S3 se

arate cfi aceasta este o transformare liniard fa lui R® §i si se giseasch matricea asociats ef
in baza {i, f}daci rotaia se efectueazd in sensul direct tngonnmetrac Care sunt subspamie
invariante relative la f? Este fun automorfism?

Selutie. Fie un punct M{oy, o2) In R?5ix = oui + oy vectorul corespunzitor. Dela
teoria conicelor se stie cii duph rotatia de unghi o, M devine M’ (¢, a5} cu oy = 3
01COSE: — OzSinat §1 o = ousing + epcosa. Prin urmare () = cosed + sineyf, ff) = = sinod +
cosey. Deci floud + ogf) = (oscose — mpsinet) # -+ {oysine + cacos0)f; si observim ci ﬁecare
componenti a vectﬁm]m imagine este o functie llmara de o si ct;, deci § este hmar& e

coser —sing

Matricea ei in baza {i,j} este ( J Aceastd matrice este inversabili $1

sing cosc

concluzionam ca f este automorfism, Subspagiile VECEGI’!E]C in R sum 0, R 5: once dreapta
care trece prin origine. Cum o0, orice dreapti este mnta sirict, deci smgureie
subspatil invariante fugd de £4i 0 5l R2 o

"2. Fie éplicagin £ R*->R?, definits prin relatia f(x1, %2, %3, X)) = (xl,”nj”sa se ﬁra'te
ca feste liniard si sa se giiseascii matricea asociatd ei in bazele canonice; {E, Bs, Eg, EQ] n
Rigi {F), F2} m B (B =(0,4en1 ,..,0)) (F1=(1, 0), F2 ={0, 1)}. Cine este Ker {7 ~

1 000

] Kerf ={(0, e, 0, B

MJPHHS matricea asociatd este [0 01D

3. Fie £ V¥ o transformare liniara a spatiului vectorial ﬁmt d1mensmnal V St se
arate ci urmitoarele afirmatii sunt echivalente: : S SR
a} f este izomorfism (automorf sm),
b) f are nucleul nul;
c)yimf =V : o :
So!r:}‘re ay=> b) Dacil f este automorﬁsm atuncl existd f “lsi dacﬁ f(X) =:07avem '
X= £} =£-Y0) = 0. b) = ¢) 5i observam relatia: dim Ker f+ dim Im f = dim V,
rezultdi ci subspatiul Jm f are aceeagi dimensiune cu spatiul intreg ¥, decifn £ = Ve o
Aceeagi relatie ne spune ci Ker £ = 0, adic3 f este injectiva; fm f = Vne sptme o fes
sur_}ectwa Acestea doua asigurd exastenta transfonnaru i:mafe f ;

4, Fie £ R:'—a»R\3 transformarea deﬁmta prin f{x;L + %212 + x;L;) x;Ll & X]Lg o
XzLs, unde {L;, L,, L3} este o bazs in R®. S se arate ci aceastd transfurmare este hmar i
ci fofof = identitatea: S3 se deducd de aici ci f este automorfis §i s se calcule'z
Care este matricea azaciatd transformarii £ ' in baza {Li, L;, L;}‘? I
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LI
Raspuns: Avem ci f ~' = fof, deci matricea asociatieste [0 0 1],
1 040

S. Fiechrui vector XeR’ 1 asociem vectorul X', proiectia tui X pe cireapta de ecuatie
X1 = %z = X3. S& se arate cfi aceastdi asociere este o aplicaie liniard f de la R LR Sise
piiseasci matricea asociatil ei In raport cu baza {(1, 0, 03, {0, 1, 0}, (0, 0, 1)} in R®. Cine sunt
Kerf si fm £7

Indicatie: (x, v, z)ﬂ)[x+y+z XEyHE x+y+::J'

3 .3 "3
111
133
Respuns: % %% JKerf = {{x,y, Z)ER]|x+y+z=0};
1 1 1
\3 3.3

Inf = [(x y, 2)eR? Ix y=z}= R

6. Fie Vi, Vs, .., Vi subspatii vectoriale in V astfel Incdt V=V, + Vg + = 4 V,, lar
suma i fie directd. Pentru X = X, + X + - + X, XeV, Xje V; considerim aplicaia
{proiectia pe componenta i): X—X. 54 se arate ci aceast aplicatie este liniarh, surjectivi s
sii se giseasci nucleul e,

Raspuns: Nucleul et este V) + Vg4 o+ Vi 4 Vs 4+ + V.

7. Fie My(R) spatiul vectorial al matricelor reale 2x2 i aplicatin £ Ma(R)—M:(R)

¢ 1
. 0) . S& se arate cii feste

liniari i i " “”. .t icen e § b. (1' 0] [0 0} [0 IJ (O DJ
1 5
y1 sii 5¢ pAseascd ma r.lcea eifnbaze 4f o ol oo ofle U[

. . L. Q1
Solufie. Aplicatia este liniar deoarece pentru A, BeM,(R) avem (A + B) [i OJ =

01 oy oy [ [0t
A Lo +B ;o) ¥ (A-A) 10 =} AI 0 . Pentru simplificare, notdm baza

indicatd cu Ly, Lag, Lz, Ly, Avem:

_ U oo 1) [01
RLu)= o ol oo o = 0Ly + 0Ly + I-Lyg + 0Ly = Ly;

L [G OJ (O IJ_(O'D}_ '
f{la1) lOlO“DI_Ln'
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definitd prin multiplicares unei matrice, la dreapta, cu matricea (




0 n{o 1 1 0
f(laz)= [0 o li o/ o= Lay;
00 1 0
f{Lyz) = [0 !} {J 0] =La.

Matricen cititatd va fi;

— @ .2
[~ = e

8. Care din urmitoarele aplicatii sunt liniare:
2 F PR, XeR, f{X) = proiectia vectorului X pe planul xOy.
b) £ BB, %) = X+ Xg, ask,
o f R, f{X) = simetricul vectorului X fagi de un plan fix care trece
prin origine. ' ;
d) £ R*-R, §X) = |X1.
€) F R*5R, fTX) = X-Xa, cu X vector fix (produs scalar),
Rdspuns: a) Este; b) Este numai dacé Xp = 0; ¢) Este; d) Nu este; &) Este:-

9. Fie XeR", acR i aplicatia £ R"—R" definiti prin {X) = a-X. Care este matricea
asociatd aplicatiei £ in baza canonicii {Ey, Ea, ..., Ex}. Dar in baza {Ea, B Es, Ei, ., Eq}?
a 0 Qe O : : R BTSN
0 a O - 0
R : 1 aceeasi matrice.
@ O
O e a
10, Fie {Ey, By, E;, E4} baza canonica din R” i aplicatia £ R'—R* definita prin f(E;)
=Es + B, f{fh) = E; +Ey, f{Ex) = B4+ Ey, f{Eq}= E1+ Eq: Cine este f{(1,.2,3, 4)? Care
este matricea gsociati transformirii £1n baza {Ei, Ea, Ea, B4} 7 Cit este dim fm 7
001 1

Raspuns: F = s R(1,2,3,4)=(7,5,3,5), dimIm £ = rangF=3,

_- o o

H
Q
0

S - -

0
1
1

11. Fie FR*—R® o transformare liniard care Tn baza cain_onicé {Ey, E;, E3} are

-2 0 . .
matricea: F=| 0- 2 0 |.Daci X= (g, a, 0) si se giseascd {X) 5t f(0, 1, 5).
-2 =2 - L

Rispuns. (3a, 2a, —4n0), (2,2, - 7).
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12. Fie in B bazele {Fy = (1, 1, 1), F = (0, 1, 1), F;= (0, 0, 1)} i {E: = (1, 0, 0), Ey
=(1,1,0), Es=(1, 1, 1)}. Fie £ R*->R’ o transformare liniaré care in baza {F), Fy, F3} are

2 1

1
matriceaF=12 0 1 |, S& se giseascd matricea transformirii £, F, in baza {Es, Es, Es}.
a1

S’alu;ia 1. Gsim mai intdi matricea de trecere de 1a prima bazi la a doun B, = F, - Fy,

_ 11,1} 0 -1 0
E; =F; —Fy, E3 =F,. Matricea trecerevafi: C=| -1 0 'O;C'-'= 0 0 -t
o 0 -1"0 Al 11
~2 -1 -2
Acum F=C 'FC. DeciF=|1 -1 0
0 2 3

Solutia 1. Exprimim mai fntai un vector XeR® in baza {E), Bj, Es}; X = x;E; + x2E;
+ XaEa =x{F) — Fa} + x2(F1 — F3) + x3F1 = () + %2 + x3)Fy + { — x))Fz + ( ~%2)F3. Stiind
cum actioneazd f pe baza {Fy, Fy, Fa}, gisim ol 30 = (x; + xp + x:)(F)
—%1f(F2) - %2f(Fa} = (3 + 32 + xa3)(1, 2, 0) - x2,0,1)- x(1, 1, - 1}= {(—x +x)F +
(2% + 2%+ x2)F2 + {(~x+x)F;:= {~x;+x3)Bs + (20 +x + 2%3)(Es - Ep+ ( — %+
x2)(Fa - Eg) = (= 2% — %1 ~ 203)E; + (X1 — x2)B; + (2% + 3x3)Es.

A obtinut ci; )
fEr + %2B2 +x3Es) = (- 2x1 — %z — 2x3)Ey. + (%1 — x2)Ez + (2% + 3%3)E;. De aici fE)) =
- 2E; +Ea + OB, f{E2) = ~ By — By + 2E;, f{Bs) = — 2B, + 3B;. -

-2 -1 -2
MatriceaF estedeci: F'=! 1 -1 0
o0 2 3

13. Fie P, spatiul vectorial at polinoamelor reale, de variabili t, de grad <n gi baza L
=1,Ly=t, ...;Ln+1 =1" Fie £ P,P, definitd prin f{P(t)) = P(t + 1) - P(t), unde P(t)eP,.

- Se cere matricea transformérii £in baza {L;; Ly, ..., Ly+1}.

011 1

1
, 0023 . C
Riaspuns:F=-10.0. 0 3 Cl.

A

e

0 - 0

(=
=T
[=3
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14. Fie transformarea liniard £ R—+R? astfel tncat {(0, 0, 1)) = {2,3,3), 80 1,1

- 0
=(1,0,0)5i f{{I, 1, 1N = (0 1, — 1), Care este matricea transformisii fin baza canonici . bl 21
{E1, Ea, Es}? ; F_{! 0 IJ'F" 1 0 - 1 0 1
Raspuns: {Es) = (2,3, 5), RE2) = (0, L, 1) - (0.0, 1))= (-1, ~3, _5“(13;% : U - e 1P 1 1
-1 -1 2 2 -1 1 -1 3
(L LD~ (0,1, 1)=(-11, -1).Déc: F= | 1 =3 3.
-1 -5 § ' _ 20. Transformarea finiard £ R*—=R®, are relativ in baza {L;, La, La, Ly} matricea
; i 2 0 1
15. Fie £ R°OR® definitd prin RX) = (x1— 2%5, %1+ 3%: + 2%y, — %, + 52 +x3), Lo 430 o-vz2f . B ,
unde X = lel +¥aLz + 5L, reprezentarea hui X intr—o bazi oarecare {Ly, Ly, Ly} a | ; asociati: F = 25 3 1| Gisiti matricele asociate transformirii relativ la bazele:
spatiului R”. Sk se arate ci transformarea f este liniard §i st se scrie matricea asociati F. in ' 2 1 13
aceenyi bazi {L1, La, La} in care au fost date X i f{X). (pe components).
n f a) {Ly, Ly, Ly, L4}
PO~z b) (Lo, Lu+La, Ly + Lo+ Lo, i + Lo+ Lo+ L)
Rispuns:¥= 11 3 24, : SRR L T 1 0 21 -2 0 1 ¢
-1 1 : R; __23511_ 1 -4 -8 -7
. ' apuns:Fi= 13 10 2B 1 4 6 4
16. Fie aplicatia (xa, %z, %3, Xg)=001 + %2, %5 — %3, X", x1%4), definitd din R* in R* 11 213 1 3 a4 7

Este liniara?

~ Raspuns: Nu. . .
v G 21. Transformarea finiara £ R* R are relativ la baza {L,, Ly, L3} matricea;
. _ S 10} 15 -11 5
17. Fie aplicaia £ R°—-R® care in baza {L;, Ly, L3} are matricea F= | 1- -0+ 1|8a _ -F=120 -15-8].
: Ao 11 8 -7 4§
¢ gaseasca matricea atasﬂla aplicatiei £ F, in baza (L, L: , Ls }, unde L1 L1 + 2Lz +.1i:3, Eﬁ se gﬁieasciTatnf;;trnnsformﬁrii refativ fa tzn{_n I}m 2-L v+ 3Lyt La, F2 = 3L+ 4l
L= oL +L,+ 3Ly, Ly =L+ Ly + Ly Li, Fa= Lj+ 2L, 1. Interpretarea geometricd §i fizicd,
-1 3 0 & - 100
Réspuns:F'= [0 1 of. I e Réspuns: [0 2 0|, forma diagonata. In noun baza transformares f este o
4 -2 2 o . 003
: suprapunere de 3 transforméri: transformarea identici, dilatarea spatiului dupa axa Fz cu
18, Fie transformirile liniare £, fi; R’ R’ definite. respectw ﬂ((& b c)) == (3a +3b coeficient 2 §i diletarea spatiului dupd axa F; cu coeficient 3.
+2ca b+e, 2a+3b+c} B, b, N =(-48' -t +4c, & - ¢, 50+ 2b —4d)). $ase
determine expresia transformrii f, of; in aceeasi bazi in care am dat coordonatele vectorildr 22. Fie T: R'-R’, T(xy, %, %3) = (xp %3~ %3, %) ' %z, %) — xs) FieE={(1,1, 1),
din enunt. : . . (1, 1,01, {1, 0, 1)} o bazd Ta R*, Gasiti matricele asociate Jui Tsi fui T ™' in baza E.

Rispuns: (fof)@, b, dy= @@+t +c, b’ +¢, &), o 1N fo 1 1

19, Fie aplicatiile liniare (date in baze oarecare); fi; R*5R®, Rz—zrl?f.4 definite Raspups: |0 -1 0,10 -1 -1

prin: fi(ay, a2, 23)) = (a1 + a3, & + 27 — a3), H{(by, b)) = {br + by, by, bz, 2by — b}, S se H B F2 o0 v 2 1
precizeze compunerea i = Hof) ¢ matricile acestor aplicatii in bazele cnnsndcrate i e
Réspuns: f5((a, b, ¢))= (Za+b,a+c,a+b-c,a—b-+3c); : S 13, Fie P, spatiul vectorial al polinoamelor reale, Intr—o variabili t, de grade < n. Fie

dy aplicatia liniara de derivare, dy; PyoP-1C Py
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a) Considerdad d,; P,—P, 53 se giiseascd matricea nsaciaty transformirii d,

. t—a)’ t-a)"
relativ la bazele {1, t, 1, .., ) 5i {1, t—a, '("Ta), e (—’:—)«}
b) Si se arate i dyodyo dyood, = 0;
<} Care este I d,? Dar Ker d,?

0100 - 0Y (0100 « ¢
0020 - 000710 0
003 . 0llooo 0

o
Rispuns: &) . v >
G000 .- unloo0oo0g .1

6 00O06 . 0 \0OGCOO .. @

b} fndicatie. Prin derivare scade gradul polinomutui,
ce}fmdy= Po_y; Kerd, = Py

24. Fie aplicatia f: R*~R’ definiti prin f{ai + bj + ck) = bi + aj + ck. 83 se arate ¢i
aceastd aplicatie este R — liniard. Care este nuclen] §i imaginea aplicatiei?.Care.este matricea
asociatd ei in baza {1, j, k}. Dar in baza { i - J.J, k= j}. Care sunt vectarii lasai pe loc de 7

Solufie. Figa,be R, X = x) i +xj + sk, Y= yy ityj+y bk
aX +bY = (ax; + by;) £ + (ax; + bys) j + (axg + bys) &. Verificim acum ci faX -+ bY)=
af{X)+ b RY). : . SRR

Fie acum X = ai+bj+ck e Kerf, X) =0 = bi<aj+ck, deci X = 0 5i Ker
f= {0}.

Im = R decarece orice vecior poate fi obtinut din alt vector prin schimbarea intre
ele a primelor dou# coordonate. Avem fi}=j, &y =1, k) =k, deci matricea aplicatiei fin

010
baza {i,j, k) este: | 1 0 0.
001
Aveminck fli—j)= — (i ~f), )= i—j+j, k== - (i~ -F+& Deci
-1 1 =11 =~ ° =
matricea asociatd in baza {i - j, Jok—jlester) 0 1 -1
¢ 0 1

Fie X'= xii + x5 + x5k astfel incdt 1) = X. De aici rezulta ca Xy x5 Dl
vectorii [sati pe loc de fsunt de forma X = xa{i + J) + xok. Bi formeazi un:subspatiu: ;.
vectorial de dimensiune 2 in R®,

110 g
25. Fiematricea F= |0 1 1. Care este transformarea li_niqnfl:f' caf_é"m_: ca-.
Lo | : = .
matrice pe Finbaza § = {E, = (1,0,0), E3= (0, 1, 0), E; = (0,0, 1)} Care este matrices
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detrecere Cdelabaza §8'= {(1,0, 1), (1, 1, 0), (0, 1, 1)} la baza 87 Care este transformares
liniaré g care duce baza §' in baza §7
Reaspuns: f(xiEx + x0Bp + %3Ba) = (%1 + Xg, %2+ %3, X1 + %3) = (%) +x)E) +(xz +

11
[
wE+utx)Ey C=Fl=| - - -=lgX)=f'C.
- LA |
2 2 2

cosf —sin 6) 8
sing cosd )’ R,
inbaza {i +, I - j}. Ce reprezinti geometric £

26. Fie transformarea liniard £ R2>R datd de matricea: [

in baza {i, j}. Care este transformarea £~

gifio
Solugie. f este rotafia planului cu un ungihi 8, jar £~ va & rotagia planujui co un
) pela b e . ‘[cnsﬂ 'sinﬂ)nb i
unghi ~9; » in baza {i, f} va avea deci matricea: _sinf cosg) MbAZR {i+ji

Jj} vom aven urmatoerele. Plecim cu £ ™ (af + bj) = (a-cosd + b-sin@)i + { - a-sin + b-cosby,
de unde £ ~"(ai +/) +b(F - /)) = £ (@ +D)i + (a— b)) = [(a+b)cosd +(a - bysind}i +
[-(a+b)sin +(a - bcosBlf =c(f +j} +d{i ~ )= (c+ d)i + {c— d)j. Gisimpecgsid
rezolviind sistemul liniar;

¢+d= (a+bjcosd+(a~ b)sind )

c—d= —(a+b)sing+(a~ b)cosd

27. 88 se determine polinomul caracteristic al matricei;
a a, a; - @ a

LT "

1 ¢ 0 - 0 0
0 6 - 0 0

Solufie. Notam

a-A a a, - g

1 -4 0 o 0

det = [ay, 2, .., a).

0 0 0 . 1 -
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Dezvoltam acum determinantul dupi ultima linie. Obtinem refatia de recurenti: {8y a2,

a -1 a .oa L -at - s
i 2 - . . Lot 44 L3 - . - " +
: : . Vectorii proprii corespunzitori pentru Aq = Az = 0 Impreund cu vectorul nul formeazd

n-3 "

T =A pe: 0 : ! A vectarul nut Qres
o Ba] = —Alay, &, o, 8] — det N ’ 2 um A : subspatiut {(0, o, B, 0)| «, BeR}. Pentru A3 = As = | sistemul (1) devine x3 =x =0, x: =0,
H -4~ imul determinant il : x;eR Deci subspatiul invariant corespunzitor este {(0, 0, §, &)}.
0 ves 1 OJ ] Rispuns: Y} =hz=ha= -1, {{c, a-aa= oM == =2, {01, 2, {?
+ B0, 0, 1)}, B nu sunt simultan nufi}; ¢} A=1, Ra=hs=0, {et(1,1,1)] 00, fex(1,2, 3)

dezvoltiim dupi ultima coloani si abfinem valoarea ( — 1)"a, Obtinem deci [a:, az, ... 8] 2

—Afay, 2z, ., Be ]+ (=~ 17 e = = A{—A[ay, ag, .o Apoaf (- 8- 1) + (- 1) lag = ax0) M =A==, {3, |, Dlo=0ley b =3, ha=2s= -1, {efL, 2, 2)|0~=‘-0},

fo(1,2,1) o 0); ) vezi solugia mai sus; g) M=ha=1, A=hs=0, (o1, 0, 1,00+5(0, 0,0, I)§

lt[al ag, . an_z] +(_ 1)“+ll&n l""("“ 1)n+lan= "*A.J[il z -1 .
P8l - 182, o, Bg-3] F A - 1) 8a- . s e o
+ M- e+ (-1 A== (DA T azl“—?f?.. - af]‘ V't ;s}_ ingngtj;m?gz?. ;idlcala;;*f;?loi, éugfi.} 1,0,0)+ H(0, 0,1, 0)a® + B2 0}, by Ae =
1=h=A=12, 1=
. TR R 30. $& se reduch la forma diagonald matricele, specificindu-se si bazele in care
) 28. Fie tran;fgrmareaf: R'R®, definitd prin f{X) = RoX. S2 se determine 2 -2 0 1 =20 320
polmomuicaractenstlcpentmf. . S Tes o sen T T A R capiit aceastd formd: A= -2 1 -2|,B=|-2 2 -2i.C=12 4 -12|.
Réspuns: P(A)Y = (Ao — A)" _ Con 0 -2 0,. 0 -2 3 0 -2 5
29, Determinati valorile proprii §i ve.;_;tgrii propri penfni transformﬁnl é Ei mm‘e :cxire . Solytie. peniru A: Si observiim ci matricea este éimgtrici deci se poate diagonaliza.
au ca matrice nsociate (intr—o bazi oarecare) matricele urmatoare; I g Pe diagonald vor fi valorile proprii, iar noua bazi va fi formatd din vectorii proprii (dacl
fa -1 9 0 1 0) ) PRI _ valorile proprii sunt distincte). Polinomul caracteristic pentru A este P(A) = (A-1)(A+2)
. L : S| ke : : X, -2x =0
al 5 ~-3.3; o bB|~-4 4 o o _ ! :
-1 0 ) g ¢ 5_'.' . _7' '_3 N (A—4). Pentru A =1 considerdm sistemul AX-=X, sau -2, -2x;, =0,
RS - \-2 1 2 gt osilginag gl s : oy — -0
(1 -3 3 1 -3 4y (100 0 . De aici oE;;ine'm solufia fe(2,1, —2)). Ca vector p’rol::»riu" g_ener_at'or' al subspativiui
dl-2 -6 13| Ol4 -7 8ls g 0.0.0.0p f corespunziitor putem fua Vy = (2, 1, - 2). Pentru A, = - 2, obfinem Vz = (1,2, 2), Pentru A3
R 6 —7 7 ' Bl geoio ' =4 giisim V3= (2,-2, 1), §4 observim c& vectoril Vi, Va, V3 ni sunt unic determinai
. e : ! [ BT T Ce
P ¢oo 3 -1 0 oy E Deci in baza.{V}, Va, V3} matricea A capataforma: [0 -2+ 0f..
g)onoo_ 0 ' 0 0 4
1o¢op 5 ' 100 {100
0001 3 Raspuns:B=1.0 5 0|;C=(0 7 0Of.
100 0\x X ‘ 0 0 00 4
Solutie. £) 000 0fx - X, 31, Determinati care din urmitoarele transformiri liniare (date prin matricele tor
’ 000 0fx| "= intr—o bazd oarecare) pot fi diagonalizate, Gasiti matricea disgonall §i baza corespunzitoare
L oo 1 in cazul cii pot fi diagonalizate. ' ' :
BN A L R R
' ® _33_1" )2'“2' _¢)1'-c)1—1:1 =ik
ce S - 1.-1 -11
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4 -3 1 2 000 I
s -8 s 4 oo 1o
e -1285° o1 oo
-3 22 1000

Indicatie. Vea criteriul de diagonelizare.
X, =L (100

Réispuns: e)1 X; =(L,1,0) |0 2 0|;b) nu poate fi diagonatizats;
X =0,0-3\0 0 2 o
(X, =(1,1,0,0) 200 0
A =(1,0,1,0} 0200 . _—
c).‘XEa(l,O, o ‘o0 2 o ;d)ymu poate fi diagonalizati;. ..
X, =(,-1,-1,-1) {0 0 0 -2
(£,=(1,0,0) (10 0 0
X,=(0,LL,0) {01 0 O
9%, =0-110"]0 0 -1 o
X, =(-,001 W0 ¢ 0 -

. 32. Fie f: R">R" o trensformare liniard, A o valoare proprie pentru 51 Xe R" un
 vector propriu corespunziitor lui A. SA se arate ci fof nofat cu.f* are pe A” ca valoare proprie
§i pe X vector propriu corespunzitor lui A% La fel, s se deduck un rezultat analog pentru £,
k un numar natural oarecare. Sa se arate in final ci dacd P(t) este un polinom cu coeficienti
reali atunci P(A) este o valoare proprie pentru transformares finiard P{f), iar X un vector

propriu corespunzitor ui P(A). Aplicind acest rezultat s3 se giseasch valorile §t vectori

Ho
) 1oy (1 1) |
propei pentru matricele; Fy= + JFa=:[0. 1" 0f | F3=
0 1/ \0 2 0 N

2

1 2 3 I ¢ 1)1 1 o}
00 H+lo rojo v of+
-3 -22) U1 6101 L S ey S A

Indicatie. Pentru Fi, P(t) = 1 + 1% pentru Fy, P(t) = 1'% pentru F5 nu putem gasi un

astfel de polinom §i facem calculele direct. o ' .
Rispuns: Pentru Fy, A, =2, {a{l, 0) | a0}, A= 5, {ef1, 1) | a#0};

PentruFy, by = A=Ay =1, {?a,ﬂ,ﬁ)%a,BeR,azﬂ?»z#G} .

Pentru 3, At =4, {a(1, 0, 0} o= 0}, A2 =2, {af-2,1, 0) | 0}, 23 = 5, {ox(22,1,3) a2 0},

(R = T
=BT -
-

33. Fie F o matrice peste corpul K. Valerile propri ale matricii ¥ sunt intotdeauna in
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0 -1
Raspuns: Nu. De exempluK =R, F = (1 0 )

34. Fie f transformarea liniari in R® datd de rotatia sﬁaﬁului in jurul axei Oz cu un
unghi = #/3. Determinafi vectorii si valorile proprii ale transformirii £ Interpretare

. peormnetricd,

’

e
::)I\.J[»—ﬂmlﬁI

— o

Indicatie. Matricea corespunzitoare este; F =

I:DMl

Riaspuns: Singura valoare proprie reald este & = 1, iar vectorii proprii coresﬁunzﬁmri
{«(0, 0, 1) | 0}. Din punct de vedere geometric singurul subspatin invariant (proprin) este
evident axa Oz.

35. Fie transformarea £ R*>R" care intr—o bazi fL1, La, L;, La} are matricea:
10 2 -1

01 4 -2 o L
2 1.0 - uE Determinafi vectorii §i valorile proprii peatru £ '#i arfitali cd subspatiul
2:=1 -1 2

generst de vectorii Lj + 215 §i Lo + L3 + 2Ly este invariant fui de
Sofutie. Polinomul caracteristic este P(A) = (1~ A" Deci valorile proprii sunt A; =
hr =k =k = 1. Vectorii proprii cot‘espunﬁitori_ s¢ pgasesc rezolvand sistemul:
0 0 2 =1\%Y (0 ' ' "
¢ 0 4 -2|x 0
2 -1 -1 1y =gl sBu 23 =% = 0,403 -2%4=0, 2% ~xa- X3+ x4 = 0. Are o
2 -1 -1 1 s/ lo
infinitate de solutii de forma {B(1, 2, 0, 0} + (0, 1, 1, 2)}, unde coordonatele vectorilor
considerafi sunt in baza {Ly, Ly, L, L}. S8 observim ci subspatiul de mai sus, este generat
de vegtﬂrii dati in ipoteza problemei, deci va fi invariant fafil de f, ca subspatiu de vector
proprii.
36. Care sunt subspatile din R’ invariate simultan de matricele; A =
5 -F -1 -6 2 3
-1 5 ~1{siB=|2 -3 6}
-1 -1 5 3 6 2
Respuns: {0}, dreapta (ce trece prin origine} de direcgie (1, - 2, 1), 5 R®.
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o0 -1 . . o
37. Fie matricea reald Aé\(l O}' Se poate diagonaliza? Schimbind baza, se
poate aduce A la o forma triunghiulard? Peste ce corp se-puate A diagonaliza? . '
Indicagie. Matricea A nu se poate diagonaliza in corpul’ R deoarece ypolinomul ei

carncteristic este P(R) = A® -+ 1. Din aceleasi motive (vezi criteriul de t;iangufhrizam)
matricea A nu se poate aduce la forma triunghiulard peste corpul R In corpid numerelor

i 0
complexe A este asemenea cu matrices: B= [ 0 - J .

38, Pentru matricele urmitoare 53 ¢ precizeze veclorii gi valorile propril 5 sd se

4 -5 21
discute posibilitatea de a le diagonaliza sau triangulariza; A = |5 -7 31, B =

6":'9"4J
] -3 4 2 6 15 4 -1 1
4 -7 8l.c=|1 1 -slp=|1 3 -1
6 -7 7 1 2 -6 01 1

Raspuns: Pentra matricea A avem: Ay = 1, h2,3=0 Peatruhy=1 avem {51(!, L %)},

pentru Az,3 =0 avem {a(l1,2,3}}; matricea nu s¢ poate diagonaliza dar se poate tngngt{]anza.

" Pentru matricea B, A = 3, {e(1, 2, 2)}, Aza = - 1, {e(1, 2, )}, nu se poate diagonaliza dar
se poate triangulariza. Pentru matricea C, A1,2,3 = - 1, spaliul corespunzitor este’ {a_.(-2,'1,0)

+3(5,0,1)}, matricea nu se poate diagonaliza dar se poate triangulariza, Pentru m_at_rqg_c_a% D,

A 2= 3, Ay = 2; subspatiul corespunzitor valorii proprii A = 3 este {o'.(_}:,._;zi .1.)} §i are

dimensivnea 1 < ordinul mubtiplicitatii, pentru A = 3. Deci matricea D mu este

‘dingonalizabild. Totusi ea se poate triangulariza. De exemplu in baza U=(L,2 10U~

3 -1 1
(0, 3,2), Uy = {0, 0, 1) matricea D devine D' = |0 3 - ~ 1.
0 0 2
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CAPITQLUL IV

SPATII EUCLIDIENE SI TRANSFORMARI LINIARE IN SPATH
EUCLIDIENE. FORME BILINIARE SI PATRATICE.

§1. SPATH EUCLIDIENE $I TRANSFORMARI LINIARE N SPATII
EUCLIDIENE.

in acest capitol vom nota cu V un spatiu vectorizl peste un corp comutativ K, unde
K este corpul numerelor reale sau al numerelor complexe.

Vom spune ¢i in V s-a definit un produs scalar dacl fecirei perechi de vectori
(X.Y)eVxV ii corespunde un unic numir din K, notat <X,Y> astfel incit pentru arice
scalari o, BeK gi orice vectori XY, ZeV s fie satisficute axiomele:

a) < X+f Y, Z> = q<X, Z>+p<Y, 2>,

b <X,¥>= <Y, X >, unde <¥, X > este conjugatul complex al lui <Y, X>;

c} <X, X> 2 0 ¢l <X, X> = 0 daci si numai daci X este vectorul nul.

Numim spatin euclidian un spatiu vectorial pe care s-a definit un produs scalar.
Daci V este spajiv. euclidian iar K este corpul numerelor complexe, atunci V este
numit uneort spafin unitar,

Daci <X,Y> = 0, vectorii XY se numesc ortegonali. Prin norma vectorului X din
spatind euclidian V infelegem numiral |X]= <X, X > iar & norma vectorul nenul X
inseamn® a glisi vectonul X'= ﬁ X, .

:Reamintim ci produsul scalar a doi vectori intr-un spotiv’ euclidian verifica
inegalitaten Cauchy-Schwarz: o :

kxvslsi

Dach V este un spatiu euclidian iar {e;};¢; este o bazi a lui V, vom spune ci aceastd
bazi este oriogonald daci orice doi vectori distincgi din bazi sunt orogonall. Baza se
va numi ertanormald (orionormald) dach ea este ortogenald §i in plus tofi vectorit e
au norma egald cu unu. oo ’ _

Datil o bazi arbitrard intr-un spatiu’ éuclidian finit dimensionsl, se poate construi,
plecind de la aceasta o bazi ortogonald (ortonormatd) folosind proceden! de
ortogonalizare (ortonormalizare) (Gram-Schmidy} descris  pentru” cazul n=3 in
problema 6. - S A ' ' o

in cele ce urmeazi ori de cite orf vom considera spafiile vectoriale reale sau
complexe V = K" = {X=(01,Q,...,0u},0:cK} iar X=(c1,0,...,0) 31 Y=(By,Ba,....0n)
sunt din V, operatiile In V sunt cele canonice adich X+Y={o+Bi,0ztPs,. ... anHy) iar
o X = (oo, oy, .,00,) pentru ael Cind VoR® este considerat spativ euclidian,
produsul scalar se considerd cel definit in problema 1 jar cind V=C" se utilizeazi cel
definit In problema 3. fn cazul spaiului euclidian al polincamelor de grad mai mic say
egel cu n vom utiliza produsu] scalar din problema 9. :
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Dacd V este un spatiu euclidien un operator liniar T:V->V se numeste autoadjunct
dachk <T(X),Y> = <X, T(Y)>, vX,YeV. Operatorul T se numeste orfogonal dach
<TE}T(Y)> = <X,Y>, ¥X,YeV. Daci V are dimensiunea egeld cu n, B este o bazd
orfonormath & sa iar A este matricea este matricea lui T In baza B, atunci T este
autoadjunct dacd §i numai daci A=AT (matricea este simetricd). In aceleasi condifii T
este ortogonal dacd si numai dac AAT=T, )

1, Consider#m spatiul vectorial real V=R? 4 X={ou,02), Y=(B:,B2) V. Si se arate
¢ aplicatia <, >:VxV-2R definitd prin relatia <X¥> = ctPitoaf este un produs
scalar. Generalizare penty V=R" -~~~ o '

Solutie. Vom verifica axiomele produsului scalar.

a) Calculam o:~;§’+,8-l’=((z.<_z1 + fp, ,ax, +ﬂﬁz} §idacd Zt(yi,;_fz)_,_amr_xgi <g.X
T8-Y.Z>= (az +fB)y, + {ea, + 45,)y, ;._a_(ai?l tay )+ f Gy, +ﬁ.z-.".'z).7~. a<X,
Z>+ g<Y 2> : C e e
b) <X.¥> = auBrtosfls = <Y,X> = <¥,X’5, dedarece aici scalarii ‘suit aumere
reale. R

©) <X X>= g +al 20 § evident <X, X> =0 daci §i pumai daci X = (0,0) =0v.

Dach V=R, X=(0t,03,...,¢t) §§ Y=(B1,Ba,....B) se definiegte <K, Y>=,B Pyt
oy, verificarea axiomelor produssfui scalar ficindu-se analog ca 5ifn cazu! n=2,

2. In spagiul euclidian V=R ghsitt un vector Z de normé egals cu unu § ériogorial
pe vectorii XY daci: . T e

-8) X=(2,1,0); Y=(-3,2,0);

DY XL, Y=(2,1,3); - . SR

€) X=(1,3,4), Y=(2,3,-4). L

Indicagie. a) Se consideri Z = (o,B,y) s din condififle <X,Z>=0"yi <Y, Z>=0
obtinem 20+B=0 §i -3cc+2P=0. In plus, deoarece [2]=1 g de aici ya? + Ayt =1,
Din cele trei relafii gisim ¢=p=0 5i y=t1. Deci Z = (0,0,1); Analog Tn célelalte

4 5 3 i 4 3
cazuri se obtin solutiile b Z=t(— ,—,—-——J;c Z=i[ﬂ,—-,—].,
azuri se obtin solutiile b) BT T ) 53 B
3. Fie V=C* considerat fn mod canonic ca spafiu vectorial peste C §i X=

a,dha),

Y=(B1,f1)e V. B8 se arate ci aplicaia <, >VxVoC deﬁi_:_it_z‘_i 'ggi_!i':"rél_gi_ia SXYr= -

aifi +a, B, este un produs scalar. Generalizare pentru V=C®
Indicatie, Se rafioneazi analog ca ¢i la problema 1., - .

4. In spatiul unitar V=C* considerim subspafiul S generat de vectorii X=(;1,-1,0)
§t Y=(1,-1,-1,i). Si se arate ci vectorul Z=(1+i,1,1,0} este ortogonal pe otice vector.din -

Solutie, Décﬁ.'_UeS, atunci U= X+8-Y  cu a,BeC.. Folosind: proprietifile:
produsului scalar este suficient s3 aritim ci <Z,X>=0gi <Z,Y>_=0._ Dar <Z, X>=i-141...
i=0 s <Z,Y>=4i-1-i=0. Deci <Z,U>=<Z,a- X+ Y>=F <Z X>+ f <Z, Y>.= O:pentrit =
orice UeS. . . - R R EIEI ce S e

5 Ar'ﬁtaﬁ cé dacil er,ey,....6, sunt n vectori nenuli ortogenali doi cite doi Tatrug
spatiu euclidian, atunci ei sunt liniar independenti.
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Solutie. Dacl existd o, 00,.. .0, X astfel incat aertoert. . toge=0, calculim

<onertayert. tOye, 61> = <0,e> = 0. De aici 0 = o<e), e >y <eg, g >+, . +

Cn<en,81> = 01 <ey,e1> §i cum <ep,e> # 0 rezultd cd oy = . Analog se aratd o oz =g

=...= gy = 0, deci vectorii e),e,,...,e, sunt liniar independenfi.

6. Considerand spatin] euclidian V=R® s3 se construiasck o bazi ortogonalii
pornind .
de la baza B={ey=(1,0,2),e:~(2,1, 1}).e5=(0, 1,1)}, folosind procedeul de artogonalizare.
. Sofufie. Considerim fi=ey, fi=es+oefy, fi=es+P-f+P2f si vom determina pe o, B
si B2 din condifille <fi,B> =0, <f,fi>=10 i <fo, B> = 0. Astfel <f,6> = <fj,ex+oef>

= <feta<hi,fi> =0 Deci o= -S> % qp o ein =01 112 10z
< fz,‘}"1 > 5 5

= [—g—.i,— ;J Analog din <fy,fy> = <fi, ey BrfitBrf> = <fie> + Bi1<h > +Pp<h, B>

e . . . < Jf1,83 > 2 -

= 0, utilizand tul ci <f|,f> = 0, ded = AT S Aqoi d
, utilizind si faptu 11,5 . uce.m ci By <inf> 5 poi din
<iuf> = <B, e tPrfitPrfi> = <hep> + Bi<ffi> + Pr<h B> = 0 rezultd o By =
T AT TE N SN S (-4.£.2), Dec o b
<hnfis oy 7 Dedib=e-ofi-oof, 7777/ Peci o bazi

s 6. 3 462
ortogonald a lui V este {fi = (1,0,2),f; (5 o, 5], f5 ( 7 7) B
“ﬁ 7. In spatiul euclidian V=R® sa se gliseascl o bazl ortonormati pornind de la baza:
2) B={e,=(1,1,1),ez=(1, 1,-1},e5=(1,-1,-1)};
b) B={er=(1,0,1),e2~(1, 1,0),e5=(1,1,1)};
¢} B={e:={(-1,0,2),e:=(1,-1,1),e5=(2,1,0}. .
Indicayte, Se aplici metoda din problema 6 §1 apoi se normeazi vectorii gasifi.

o8- 5} {25 o

(oG )s- (b

€) B-’m{f, =(— %’9’%}»’: =( 3{5 ’“;r_fr—g“’;,/%]’fs =[”%%%4J}

8. In spatiul euclidian V = R* ge considerd vectorii e, m(%,%,%,%} 5i
111 5) o o e i o .
g, = AL S& se verifice e3 cei doi vectori su norma egalit cu umn §i sunt
ortagonali. S se construiascd apoi o bazi ortonormatd # acestui spafiu care contine
vectorii e; §i e;.
Réspuns. Problema nu are solufie unica. Luind de exemplu g3 = (L0,0,0) gi & =

.(0,1,0,0) si aplicind procedeul de ortonormalizare bazei {e),ex.e3,84) glisim £} = e,

1813 5 1 1 B( 8 6 2
B (B 10 R
TSN TRy o F g e 13
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. 9. Considerim V spatiul vectorial real al polinoamelor de o variabils, cu'coeficienti
reali §i de grad mai mic sau egal cu doi, adunarea g1 Inmuitirea cu scalari fiind definite

1 .
in mod obignuit. Dacil X(t),Y{t)eV, definim <X{1),Y(t)> = IX(t)‘{(t)_dt. 5% se arate

ci relativ la aceastd aphcane V devine spatiu euc[adian Generalizare pentru
polinpamele de grad mai mic sau egal cu n.
Solufie, Vom verifica axeme!e produsului scalar.

2) <a- X(t)+[i Y),Z(>= _[ {eX(t) + ﬁY(t))Z(t)dt =q J’xu)z(t)dt +B J‘sz(t)d‘ =

a<X(t), Z(t)>+ B<Y(t) Z()>;
B) <X{t),Y()> = I XY ()dt =<Y(t),X(t)>;
-3

. 1 A
¢} <X(OX(t)> = fxz(t)dtzﬂ decarece X*(1)z0 g dac_i X(t) = 0 evident

<X(1),X(ty> = 0. Rempmca acestei ultime afirmatii o putem demonstra obsérvind.ca
X(t) fiind un polinom neaul de grad cel mult egal cu doi el are ceI mult doud riidacini
reale. Deci putem gisi un imterval [a,b] < [-1,1] unde Xft) nu se anu!eaza -Dacit

<X(DX({)> = 0, lar X(t) nu este identic nui, atuﬂclo _[X (t)dt+IX {t)dt +
1
IX:(t)dt 20, deoarece X*(1)20. Dar conform teoremei de medie existh ce{ab]

b o ) i el
astfel incit J X (t)dt=X*{c)b-=a) >0, deoarece X{t} nu se anuleazd in intervaiul
[n,b]. Am ' R
ohtinut astfel o comradlcpe deci X(t)«f} Aceastﬁ aﬁrmape se poate demcmstra §i
folosind proprititile functiilor continue pe un interval inchis.:

Pentru generalizare se pracedeazi analog.

16. In spatiul euclidian al polincamelor de grad mai mic jsau egal cu dcn s& se
ghseasch o bazd ortonormatd pornind de la baza {ewl er=ter=t’}. . o
Indrcafre Se va aplica memda dii problema 6 i apo; se normeazi vectom gassgi

i

Rispuns, ﬁ—— fa= t f=—(-!-§-3t ).

V2’

11. In spatiul euctidian al po]moameiur de grad mai mic sau egal cu trcl sa se
piiseasch o bazd ormnormata pornmd de la baza {e;=1,e;~1+2, &=t et } :

Rasprms f; = fzn(t ﬁ——( 1+3t ), f‘_J:(*3t_+_5_i__)-_.

‘12. Fie.V spatinl vectorial real al polinoamelor tr:gcnometrsce de. fbmla X(t g +
o) cost + B sin t.+, .. +o, cos ot 3, sin nt, unde n este fixat e, o, a,,,B;, ;

sunt numere reale iar tef-n,x). Definind < X(t),Y(t) >=— fX(z)Y(t)dt sise arate ca -
-
2) relativ la aceastd aplicatie V devine spatiu euclidian;
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b} vectorii % ,cest,sint,...,cosnt, sinnt formeaza o bazh ortonormati a fui V.
2
(Aceste polinoame trigonometrice apar in teoria seriilor Fourier)
Indicatie. La punctul a) se procedeazd ca §i la problema 9 iar In b) se observd
vectorii considerati formeazi un sistem de generatori pentru V, sunt ortogonali doi
cite doi si 2u norma egald cu unu. Apoi se aplicd problema 5.

"13. Dacd V este un spatiu euclidian iar {&1,e;,....1} © bazd ortogoneld a sa, 53 se
arate cﬁ oricare ar ﬁ vectorul XeV coordonatele lui in aceasta bazi sunt:
_<Xe >
. ie{l,2,..n}.
. _ T<e,e > :

Soluie, Dacd' X = a, -, +u, ‘e, +.+0, -e,, este scheres vectorului X In baza
datd, atunci <X,e, >=n, <e,,, >+, <e,,8, > +.4@, <¢,.6, > Dar <g,e> = 0,
<X,e, >
<e,,e >

decd i#1, deci obfinem a, = . Celelalte coordonate se gisesc in acelagi mod,

I4. Consideraind spaiul euclidian V = R® 5i baza otfonormati formatd din véct_qrii:_

_111] (11"2). (11]..

e1 = |=—=—F| ;== F=r—] §i &3=i—,——40| 51 se piseascd

‘(ﬁﬁﬁ-vﬂavf@"”ﬁﬁ &

coordonatele urmitorilor vectori in aceast? bazi: X=(2,3,4), Y=(-1,1,2) 5i Z=(1,1,0}.
Indicatie. Se aplica rezultatul din problema 13.

Raspuns.  X=3{3-¢, - %“":‘JTE”‘:J' Y = }_*;5_ i —J_ g5,

2J__ 6

| F R
3

15, Dacd V este spatiul euclidian al pn]moame]or de graci mai mic sau egal cu doi
58 se pAseascd coordonatele vectonlor X=2-20H2, Y=1-4¢ 5 Z—t in baza ortonormata

formata din vectom e,—L el— t e;,-£(—1+3t ). b
2 27
Raspuns. -
e —£ S

16. Fie V mulpmea giruriler de numere reale de forma X=(oy,03,...,0n,...) CU

proprietates ci seria Zcz este convergenta:

i=]

a) 83 se arate ci V. formeazi spatau vectorial fafi de adunarea si mmulnren cu un
numir real al slrurllor _ : : ; . .

b} Daca Y—(ﬁ;,ﬁz, B.., )eV sl definim <X, Y>—Zcz,p, , s se arate cii relativ la: .

=1

aceastd ap{:cape V devine spatiu euclldw.n : L
c) Si se arate ci vectorii ) = (1 0,0,...0,...), &= (010 D)= (0,00,

1,...),...au norma egald cu unu gi sunt artnganai! doi cite dm ' o
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s (11 1 s (1 1] 1 PR
d) Dacé X (E,E,E,...,n ,) siY (5,3 " ,;«;—]) , 58 se ca!mz_ieze <XY>
(Acest spatiu euclidian se utilizeazi In analiza matematicd sitb numele de spatiul 7).
Solutie. a) Dacad X,YeV, atunci X+Y=(a1+[31,a;+]32,...,a,,+[3,,,_',.‘) si vom ar#ita cd
X+YeV. Aplicand inegalitatea Cauchy-Schwartz in spafiul euclidian R” pentru un n

. u 2 " o 1t n 0 _
fixat, obfinem: [Z"-kﬁu} <Y ai > Pi. De aici > (e, +[3k')2-=za§ +23 B, +
k=l P} -

k=l k=l kad
n n . LI N o, . a a
> B Sy ai+2 2aiy B +Y Bi si folosind convergenta seriflor 3 o} §i 3B}
[ k=l ¢ k=l ksl k=l oy o

se deduce ci seria cu termeni pozitivi pACH +{3k)2 are surmele partiale mﬁfgfdiie,
k=i

deci este convergentd gi X+YeV. Dack =R se defineste a-X=(oc, 000,004, ..)

5i°se aratd ‘usor ci o-XeV. Axomele spafiului vectorial se verifici Iuand

0v=(0,0,0,...,0,...) 5i -X=(-c1,-atz,...,-ty,...), Care aparfinlni V.. ... ...

b} Faptul ¢i aplicatia <3 Y> este bine definitd, adici seria z:czi B; converge, -
e e s

rezultd din criteriul general de convergenti at lui Cauchy 5i din iﬁegalitatea Cauchy-
Schwartz analog ca si la punctul 8). Axiomele produsului scalar se verifics u§or.

©) Bvident e, & V gi <eje>= 1+0%+...= 1, seria avind sumele partiale egale.cu 1.
Analog <er,e> = | pentruorice k>1. Apoi <e),e;> = 1-0+0-1+0-0+...= 0 si anglop
<g;g>=0dacii=}]

=2 1 =1 Py

9 <X’Y>_ ; ﬂ(n+l)._§(; n_+J =t _

17, Consideram V un spatiu euclidian dé.dimensiune n 5i U un subspatiu vectorial
allui V. Notim U* = (X eV;<X,Y>=0,YY cU}, Siscarsteca:

a) U* este un subspatiu vectorial al'ui V:

b} dim U + dim U* =n; o L LR

€) UnU* ={0,} si oricare ar fi XeV existda YeU §i Ze U*, unic determinati
astfe] incdt X=Y+Z. ‘ : :

(Spagiul U* se numegte complementul ortogonal al lui Uin V) B
Solutie, ) Daci X),X; sU*, i o, o & K, <opXtop X, Y> = <X, Y> +
02<X3,Y> =0, pentru orice Y € V. Deci ou-Xrtop Xz € U* §i Ut esten subspatiu
vectorial al hui V. . _ LT EE

b).Cum U este el inaugi spatiu euclidian considerim o bazii:artoganald {e),e;,. e}
alui Usi deasemenea {fi,f,....f)} o bazi ortogonald a lui U* ."Deosrece vectori
€€ ....efL 0.5 sunt nenuli §i ortogonali doi cite doi, cu ajutorul: problemei: 5§
deducerm ci ei sunt liniar independenti, deci t+s < n., Considerind o bazi & spatiului V
ce confine pe eyey,....e §i otilizind procedenl de_ortogonalizare- 5¢:obtine: baza
ortogonali ey.e,,..., @,6i1,...,8, & spativlui V. Atunci ewy,..., e, sunt.nt vectori:Hniari
independenti in U*, deci n-t<s, adicd n<s+t Prin . urmare -sH=i 5t “feren,
st i B} este o bazia lui V. :

c) Daci XeUnU*, atunci <X, X> = 0, deci X = Oy. Considerand baza lui V
formati din veetorii er, e, <8185, f, construitd la punctul b), orice vector XeV
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se poate sorie X=uo, -¢, +a, e +.4a, e, +B, £, + P, -fo+.48 - §i este suficient
SAluim Y = o, e, + o, ey, e, 5 Z=P,  f, +B, - £, 4. 4B, - £, Daca ar exista i
Yie Usi Zie U' astfel Incit X=Y+Z=Y+Z, stunci Y-Y=Zy-ZeUn U, deci Y
=Y, 5] Z=2,.

18. Dacit V=R’ este considerat ca spativ euclidian gisiti complementele ortogonale
ale urmétoarelor subspatii: _ . )

a) U, este subspatiul generat de X=(1,0,0) si Y=(0,1,0);

b} Us este subspatiul generat de X=(1,1,1) 5i Y=(0,0,1} 5i Z=(1,1,0);

¢) Us este subspatiul generat de X~(1,2,1) i Y=(3,6,3).

Indicatie, a) Dack ZeUy, atunci Z = oo X+BY = (¢,B,0) 5 dacd Z'c U}, atunci
VielU, <Z,Z’>=0, Folosind proprietifile produsului scalar se observd ci este
suficient ca <X,Z">=0 §i <Y,Z’>=0. Daci Z'={y,,7,,7;}, atunci din cele doud
conditii gdsim y, =y, =0.

Raspuns. a) U = {{0.0,7),7 eR}; b) Uy ={(y,~7,0,y €BY; ©) U} = {(y,, 72, -
2¢,)7,,7; R}

19, Daci V=R* este considerat ca spatiu euclidian real fie baza sa ortonormata
formatd din vectorii e=(1,0) §i ex=(0,1). Specificai care dintre urmitoarele
transforméri findare sunt ortogonale. : '

a) T{er) =2-er-€2 o

Ti{ea) = -e1 + 2-ez;
b} Ta{er) = cos o -e) + sin o g5
Tales) = -sin o -e1+ cos ot gy , unde qeeR;
c) Taler) =e1-e2
Tiez)=e + ez,
Réspuns. Ty este singura transformare ortogonal,

20. Daci V = R este considerat spatiu euclidian iar e; = (1,0,0), &2 ={0,1,0) si g3 =
(0,0,1) formeaza baza sa canonicd , verificati daci urmitoarele transformari liniare
sunt ortogonale. :

g) Tile:) = e

- Ti(er)= El-cz ~r~i‘_§~-c3
V3 1

T](Ej) 2 €, +2 €5

b) Tofer) =e; + ez
Taez)=ez+e;
Tofesi=es+e;

2 zZ 1
€} Tafe)) = 3ot “3

3
2 E 2
Talen) = 3l

1 2 2
Ties) = T3t _+§~e3.

Raspuns. Ty si Ts sunt transformari ortogonale iar T nu este ortogonala.
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21. Dac# V este spatiul euclidian real al polinoamelor de grad mai mic san-egal cu
doi definim T:V—V prin T(X()) = wX(t), unde ceR si X(t)eV. 51 se determine o
astfel incat T si fie o transformare }iniard ortogonali.

Rispuns, a.=+1,

22. Dack V este un spatiu euclidian real si T o transformare linjars a sa, ardaficd T
este ortogonald dach §i numai dacd [T(X) =[x} vXev. ~° o

Soluie. Daci T este ortogonald awmei <T{X).T(Y)> = %X,},_’?*,_VX,Y'E V., Atunci
luiind ¥=X obfinem <T(X}, T(X}> = <X,X>, deci [P = [, vX e V. Reciproc daca
[T =[x} ¥X eV, atunci 2<TEOT(YP = <TX+Y),TX+Y)> - <I(X), TX)> -

STV = [0 [T -[Ef = )y - xf - =
<KAY X+Y> - <X X> - <Y,Y> = 2<X Y> si eum X s Y sunt arbitrari T este
ortogonali. . . i

23. Daca V este un spatiu euclidian real, fie § = {X eV;ﬁXﬁ = }}_ 5z se arate ca daca
T este o transformare liniari ortogonali, atunci TS S.
Indicatie. Se aplicd problema 22,

24, DacA consideriim spatiuf euclidian V=R® far ter=(1,0,0),e,=(0,1,0},e5=(0,0, 1)}
este baza sn canonicii, specificati care dintre urmitoarele transformiiri. liniare sunt
autoadjuncte -

a)Ti(er} = e1-extey

Tie)=-e1+extey
Ti{es) = er+t e+ ey;
b) Taler} = e1-e
Tofes) =-e1t ezt g
Tafes)=  e+ey
©) Tsle)) = e;+e;
s Talea)= er-extey
©Tafes)= ey +es
Réspuns, Numai Ty §i Tz sunt autoadjuncte,

25, Daci V este un spatiu euclidian iar T este o transformare liniari ortogoriald a sa
§1 TeT este transformarea identica aritafi ci T este o transformare autoadjunctd.

Soluie. Duck X.YeV, <T(X),Y> = <T(X)(TeT)(Y)> = <T(X)T(TCY)> =
<X,T(Y)>, deoarece T este ortogoruli, e

26. Dacii V este un spaiu euclidian de dimensiune n jar T este o transformare
liniard autoadjuncta §i artogonald a sa s3 se arate c& To'T este transformares identica.

Indicafie. Se consideri o bazi ortonormatd a lui V si se utilizeazd proprietatiile
matricef lui T. : o

§2. FORME BILINIARE §I PATRATICE.

Dacd V este un spafiu vectorial real, o functie F:VxV-+R se numeste formd
biliniard daci satisface urmatonrele axiome: :
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) VX1, Xz, Ye V, Vo BeR, Fla X+ X2, Y) = aF(X),Y)+ BF(X:,Y):

t7) VXY, Y26V, Vo,BeR, F(X, oY+ Ya) = oF (X, Y )+ BF(X,Yz)

O formé biliniard se numegte simerricd daci FXY) = F(Y.X), vX,YeV s
antisimetricd decd F(X,Y) = - F(Y,X), VX, Ye V. Daci V este un spatiu vectoria! rea}
de dimensiune n §i B = {ey,e;,...,6,} este'o hazd ¢ sa, metricea formati cu elementele
ay = Fle,g), unde Lje{1,2,... 8}, 58 numegte matricea formei biliniare F @ baza B..

S an N n n
Se aratd ugor cii dack X =3 o, -¢, 5 Y= Y B;-e;, atunci FOLY) = Daef;.
=l =1 6L)=1
Considerdnd o formi biliniard simetricd F{X,Y), functia F data prin relafia g(30) =
F(X,X), VX<V se numeste formd pditraticd. O formi patratici se numegte poziiv
definitit daci WXeV nenul, g(X) > 0.
n o
Daci X =Zc.'.I -e,, atunci g(X) = FXX) = Y ama,. Se spune ci forme
i=1 i j=b
pitratici. g este redus a forma canonicd in baza B daci aij = Flei,e5} = 0, dacii i=j. In
acest caz g{X) = ay,0f +a,ei+. 40}, Se demanstreazs ci orice formd phtratici se
poate reduce-in mai multe moduri la forma carionici dar in fiecare caz numirul de
coeficientilor (elementelor a;) care sant- pozitivi 5i a celor care sunt negativi este
acelasi (legea de ineryie). R ' o
Prezentam pentru- Inceput metoda Jacobi de reducere a unei forme pitratice la
forma canonict.  Dacé ga(X) = > a.m,a;., in baza B, notim: .

e

o E T ‘a
o o 1By In
a2 Ly Bz 2 4. a a
e 1 12 2 Hm 2
Di=ay, D, = CuDy=lay, a, agl..,D, = nl.
d;y dp s a v e
13 83 Ay ) . . .
: SR Ban e By

fn cazul cand D; #0, Vie{1,2;...,n}se aratd ca existd o bazi B=fe’ien,. el alui v
1
astfel incdt pentns orice X =%:|3i ¢, €V 53 avem g(X}=Di]B§ +DD—;B§+._.+ %‘;‘ B2,
Se demonstreazi oA matricea de trecere de la baza B Ix baza B’ are in acest caz toate
elementele de sub disgonala principala egalecuzero. .. .. R
O altd metods de reducere a unei forme patratice.la. forma canonici este mefoda
Gauss, care constd in efectuarea de schimbiri de coordonate ale unui vector arbitrar
XeV, prin transformiri nesingulare, deci schimbind implicit §i baze inifial} astfel
incit si se obfind pitrate, Ea constd in urmitoarele: S !
8) daci in scrierea lui g Tn baze B existd un indice i astfel incat 220, atunci putem
considera, de fé:_éempiu,-iél, deci aj;=0. Aturi_qi T

. 1 EI n
gX)=—(a,a, +E) - =+ Yame, Esane,t.oda,a,
ay LT R R
gt ficlind schimbarea de coordonate
i - : Bi=ayo; +ap0,+4a,a,

By =y

Bﬂ zaﬂ
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se obtine
’ 1
E(X)=;mi311 +h(Y),
o 1 o SE s
undeh este a formé patratica definitd pe un spafiu de dimensiune mai mica decit . .
b} Dachl a; = 0, Vi=1,2,...,n, fie ay = 0 care se poate alege dupi. o renumerotare
convenabild 5% fie toemai 3. Atunci se face schimbarea de coordonate:

_ o oy ey :
o) =P, +f, By = ]
oy =l -, : : B, = o ey
g w2

ay=fs ) sau R 2

- erasna ;31 =G‘;

P Bo=e, |
§i astfel g(X) va avea coeficientul:lui B] diferit de zero iar problema: a fost redusi 1a
cazii a). R

In continuare se aplica aceeasi metodi. pentru:forme patratics h.care are unnumér

mai mic de variabile §.am.d. Se observa. c schimbirile de coordonate se: fac: prin:

matrice nesingulare, deci lor le coresptind schimbiiri de baze ale spativlui V..o - -
Daci V este un spafiu euclidian pentru.reducerea la forma. canonici: a unei forme

pitratice se. poate utiliza §i metoda transformirilor ortogonale, Aceasta se bazeazi pe

faptul-c& decd B este o-bazd ortonormati-a lui V. stunci endomorfismul T al il V care
are. drept matrice in baza B matricea formei pitratice g este un operator autoadjunct.
Deci existd baza.ortonormati B’ a lui V format? din veetori proprii ai lui T, in plus,

dacd X =3B, ¢, atunci g(X)=) 4B, unde A, sunt valorile proprii ale-Iui T.
[ 1=l

Mentioniim ci bazele B §i- B” fiind ortonormate matricea de trecere de Iz prima bazi

la a dous:poate fi consideratd: ca matricea usei transformari artogonale. R

1. Fie V=R considerat ca spafiu vectorial real relativ la. operatiile abignuite cu -
numere reale. § se specifice.care dintre urmiitoarele aplicafii sunt forme bilintare:, . .. .

a) Fi(%Y) =2y :
b) Fi(X,Y) =X+Y; o
) F(X,Y) =3X, YX,YeR.

Indicatie: n).Severificd axiomele din definitia formel biliniare: Deexemp[u
&) BfaX+pY,Z) = 200X+BY)Z = 20X2°+ 2BYZ = oF(X,Z)' + PRY,Z),

VX, Y,Z € V, Ve,feR. . . i
Réspuns, F| este formd biliniard iar Fx 51 Fa no sunt;

2. Consideram V spatiul vectorial real al fnciilor continuse definite pe intervalul

[-1,13 cu. valori reale, adunarea functiilor i inmulirea cu. numér real fiind definite
canonic. S# se specifice-care dintre urmatoarele-aplicatii sunt forme biliniare:
L

a)F,(f,8) = [flxa(x)dx;

-1
b) E,(f,g) = £{0) + g(0);
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S}Fy(f.g) = max {F(x)-g(x)}.

unde {'5i g sunt funetii din V.
Rispuns, Fy este form3 biliniar3 jar ¥y 5i F; no sunt.

3. In spatiul vectarial real V = R® se considera formele biliniare:

2) Fi(X,Y) = cuP 2062 Br+30033;

b) Fa(3Y) = aufhr-otais;

¢} Fa(XY) = aPatonfstosps, unde X = (o.e,00) §i Y = (P1.p2,B3). S8 se
géaseascd matricele acestor forme biliniare in baza fer=(1,1,1),6;=(1,1,-1),e5=(1,-1,-1}}
st il se specifice care dintre ele sunt simetrice.

Indicatie. a) a)) = Fi(ene) = 14243 = 6, a;a =Frfer,e2) = 142-3 = 0, ays = Fi(es,e3)
= 1.2-3 = -4, a3 = F{en,&;) = 1+2-3 = 0 §i analog se calculeazi celelalte elemente ale
matricei,

6 0 -4 0 2 2
Raspuns, 2)| © 6 2 | estesimetrich; b)10 2 2| nu este simetrici;
-4 2 6 200
3 1 -1
c)[ 1 -1 -3| nuestesimetrici.
-1 1. -1

4. Fie V un spatiu vectorial real, F(X,Y) o formit biliniard definitd pe V i
Vi={XeV, F(X,Y) = 0,¥YeV}, V;={YeV, F(X,Y) = 0,¥XcV}.

8) 53 se arate ci V; 51 V3 sunt subspatii vectoriale ale fui V:

b) Daci V=R’ este considerat ca spatiu vectorin] real in mod canonic, si se
Biiseasc subspatitle V; 5i Va pentru F(X,Y) = aufr+200B2+30tafrH60aps, X=(on, o),
Y=(B1,Ba). T S S

Solutie, a) Daci X, X2€Vy, a.feR, atunci F(o-X1+B-Xa, Y) =.aF (X, YI+PF(X,Y)
=0, deci o-Xy+B-XaeV) §i V) este subspatin vectorial. Analog se procedenzi pentru
Va.

b) Observim ci dach XeV), rezultd F(X,e;)=0 si F(X,e;)=0, unde e=(1,0)sie =
{0,1). Prin urmare aytioy = 0 §i 2a+60y = 0, adicd oy=-30 si X = (-3oa,00).
Reciproc YX=(-3a3,02), F(X,Y) = 0, ¥YeV, deci XeVy Atunci Vi o= (-
Ja,o).0eR} §i analog V2= {(-20,B8),B=R).

5. 58 se reducii Ia forma canonic3 prin metoda Gauss, specificind 5i transformarea
de coordonate care se efectueazii, urmitoarele forme pitratice:

8) ;120 = of +5a] - 40l +2a,q, - 4o,0;;

b) g2(X) = da? +o? +al -daa, +4a,a, - 3,0,

o) ga(X) = oy, +ogm, v, - o
unde X = (ct1,0tz,043) reprezintd un vector arbitrar din V=R, . . Lo

. Solupie, b) Ne situim in cazul a) al metodei Gauss, deci: fird a mai scoate factor

comun pe a;; obfinem g, (X) ={2a, ~a; +a,)® + 2,0, ~ o0, =20, ~0, +a,)? -
oz0tz §i facem schimbarea de coordonate: '
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] B =2o, ~a, +a, __(BI+’:!' ﬁ;
B, =a, sau u1=ﬁ1
Bs=a; a; =,

Deci ga(X) = B} ~P,p; §i conform cazului b) al metodei facem schimbarea de
coordo-nate: ' RN

Bi=vi
B =T+
Bi=v:-7,

De aici ga(X) = yi ~y3 +v; care reprezintd o formé canonici a. formei patratlce
Compunénd cele doud schimbiri de coordonate gisim: :

o, ='£('Yz +27,)
Gy =Yz+Y; . .
O3 =Y:-Y:
care di schimbarea de coordonate ceruti.
Rdspuns. Forma canonici nefiind unich specificim doar numarul de coeficienti po-

zitivi §i negativi: a} doi coeficienti pozitivi g unul negativ; c) un coeficiént pozitiv 5
doi negativi. .

" 6. 54 se reduci la forma canonici prin rnetuda Jacobi urmato&rele forme patratice
8) g, (X)=0] +ai +om, +[11114, ) ;

B) g (X)=a] +af tam, +o,0; FaLa, +u4ct],
co0) ga{Xy=3u] +2ul -0l -2al + 20,0, - daje + da,a,,
unde X = (o, 0,0t3,0t4) este un vector arbitrar din R”.

(RN CICUERNE

(=T~ J Y [
i}

: Sa_lu;ie. g)Dy=1;Dp=

= :

b | —

-_-— Prin urmare g, {X) = 13, —4[}’ +§3, —4!345

Raspuns. b) g, (X)= 131—4131+i3:+54, c) g,(xr B.+ ﬁ’

7. Considerim spatiul euclidian real V—R3 iar B={ei=(1,0,0),e;={0,1,03;e=
baza sa canonici. Dacl X =a, g +a, &, +a,: ‘o= (o 0y, o) eate
arbitrar din V; s se reducd la formd canonici, foluamd metuda transfnrmﬁrﬂor
ortogonale, urmitoarele forme piitratice: .- :

a) g, (X) =202, + 20,0, + 20,0,

b) g.(X}=2a{ +o] - 4,2, -4a,a,;
£} g:(X)=3a] +3al +3ul +20,0, + 20,0, + 20,a,;
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d} g (X)=c} +a} +oi - 2a,0, - 2u,0, -20,0;;
e) g,(X)=u} +2a] + 30} «da,0, - do,0,.
S& se specifice In ficare caz matricea schimbirii de bazi §i sa se mennoneze care

forme pitraticé sunt pozitiv definite.
1

01
Solutie, a) Matricea formei pitratice g1 in baza B este |1 0 11 Vom calcula
) ) 11

0
valorile proprii ale transformirii liniare T care In haza B are acccz:$1 matrice ¢a §1 gy
-4 1 1
Polinomut caracteristic  este 1 -& 1|=-A+3+2=—(A+D*(A-2) far
1 I =)

valorife  proprii  sumt A, =2A,=A,=-1 Forma cancnici este deci
g, (X)=2p] -pi- Bi, unde By,B2.[B: sunt coordonatele vectorului X intr-o baza
artonormatd B’ = {e’;,e’2,e"1} a It V format din vectori proprii ai lui T. Daci X =
(v1,v2.73) este un vector propriu corespunzitor valorii proprii A=2, atunm
01 1)y, Y1
10 1y =2y,
L1 0y vy
Obtinem astfel sistemul compatibil nedeterminat
A =2y 4+, F1, =0
Yi—2ta+y.=0.
Yi+Y,—27,=0
Alcz,and ¥y = 1 rezulti vy = y2= 1, deci X = (1,1,1). Norménd acest vector gisim

=== Procedand analog pentru A=-1 obfinem un sistem care se reduce la
[ﬁ 7 f) P _

ecuatia ?1’“{2*‘73 = 0. Daci consuierﬁm y3 = 0, gisim y; = 1 Y2 = -1 dem

ey~ (T o ) Vom alege €3 si fie tot vector propriu corespunzitor lui A=-1 si

astfel incit B’ = {¢’}, €'z} si fie o bazi ortonormatd a Iui V. Cum vectorit proprii
corespunzitori valorilor proprii distincte sunt ortogonali rimén. conditiile <e’,,e"y>=0

, : ; . . S TS T B . .
i fe'.[l=1 Putem alege atunci, de exemplu, e’y = (——,«—.—J. Deci matricea

schimbirii de bazi este:

LIRS SR i
B e
R A 1
1o, 2
et J6

Evident baza B’ pnate fi aleasd in mai multe moduri iar g; o1 este pozitiv definita
deoarece A, = A, =

Résprns., ) g:(X) = <207 + 32 +4p3;c) g, (X)=2P7 +20] +5pl:d) g, (X) =B} +
2B3 +2P3: @) g (X) = -B} +2B3 +38%; @ este singura formi plitraticd pozitiv definits.
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8. Considerfim spatiul euclidian V = R* 5i baza sa ortonormati B = {e=(1,0,0,0),
=(0,1,0,0,e:=(0,0,1,0),&=(0,0,0,1)}. Daci X=a, ‘¢, 0, -0y by e, b0, 0"
(001, 002,003,005) € 'V, s#f se reducd la fomm canonicd, folosind metuda transfonuimlur
ortogonale, urmitoarele forme pitratice:

a) g((X) =200, +20,a,;

by g,(X) =0, +o 0, + 0,0, b oo,

e} g (X) =20 +3m] +2a + 2] —do e, 4 2, ~dega, +20,0,.. .

Réspuns. Exceptind o permutare a coordonatelor formele canonice sunt;

a} g, (X)=P; +B; - B3 - B3

b} gz(X)=Bf “"B%;

9 8,00 =+ 38+

"9, Fie Vun spapu vectonal real iar Iy §i I doud ﬁmcpfmale liniare deﬁmte pe Vou
valori reale.

a)} S& se arate ci dac !(X) 1, (X) 0 X eV, alunm cel’ pu;m tna dintre
functionale este identic mlé.

b) Daci formi biliniar FX Y} = L;{X)-1L(Y) este simetrica sk se arate cA FIXY) =
e [(X)1(Y) unde =R iar | este o funcionald Hniara definiti pe V cu valori reale.

Solupie. a) Dack existh X, 5i Xz din V astfel incat 1, (X;) = 075t L{X,y# 0; ‘atmc
(X, +X,)-1,(%, +X,) =0 Dar (X, +X) =1 (K)+ LX) 5t 1,(X, +X,) =
1,(X,) +1,(X,), deci (1,(X,}+1,(X,))- (4, (X,) +1,(X, ) = 0. Deoarece 1 (X,)1;(X,)
=0 5i 1{X, FL X, )"ﬂ din egalitatea de mai sus deducem ¢i 1,(X,)-1.(X,}+1,(X,)
1, (X;)=0: Inmultmd relatie cu 1, (X,) § tindnd contcd 1,(%;)-1: (X y=0 ‘ohinem
1 (X, ¥ 1,4X,) =0 ceea ce contrazice faptul ci 1,(X,)=0. 5i.] {X ):0 D&cu cel
pu{m una dintre finctionalele ) §i I este identic nulk,

“:b) Dack F(XLY) = 0, VX, Y&V, atunci se ia o=0 g {2)=1,(X) 5 aﬂrmatm este
demonstratd. In caz contrar observim ci VX,YeV cu proprictaten od: F(X,Y) =0,
avem L& _ 4 (Y) - —ae R, cEeoarece F este stmetnca mr efemente]e X i Y se pot

1,(X) 1 () lz(Y} :
alege independente unulb de altul. Apoi se obsewa ci pradusu[ (E1(X)-a!2(X)}Ez(X) 0,
¥X&V 5i aplicnd punctul a) obfinem 1;(X) = alz(X). Peci luand 1302 1(X) obgmem
FX.Y)= al(X)l(Y) egalitatea fiind valabild VX, Ye V.

10, Demonstrap ¢i o forma biliniard antisimetricd F{X,Y) nmdentlc nula, deﬁmta
pe un spatiu vectorial real V, nu se poate scrie sub forma F(X,Y) = ll(X) lg(Y) cu il g
1, functionale liniare definite pe V cu valori in R.

Indicatie, Se foloseste ¢ F este antisimetricd, 5e BX=Y $l se pne cont de
problema g; puncm] a). A .
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CAPITOLUL Y

PLANUL SI DREAPTA IN SPATIU

I. Tipuri de ecuaiii ale unui plan.
In acest capitol, in spaViul R? | vom considera reperul cartezian ([}, “i’,—jp, f\] fixat,

a) Ecuatia generalii (sau ecuagia carteziand) a planului:
(1)  Ax+By+Cz+D=0 A,B,C,DeR.

b) Ecuagia planului prin tiieturi:

2) —+y+—*~1ahceR
& b

Ecua{la pianu]u[ poate fi scrisi sub forma (2) daci planul nu este parale! cu nici o axa de
coordonate. .

¢} Ecuatia unui plan determinat de un punct Mu(xu,yn,zn) sio dlrec;ze perpendlwlam
peel [n A 1+B_;+Ck)

(3) A(x«-«x )+B(y y0)+C(z zo) 0

S S

- -
In soest caz vectorul n se numegte veetoru! normal al planului,

{d) Ecuatia planulm ee con;rne punctul Mu(xu,ymZ()) sl este paralel cu directiiie

neparalele d1 —] 1-§-ml 3+n k §i d1 =1, 1+m, H—n2 k (rumiti vectori directori ai
planului); : : S .
XX, Y—¥e Z-z,
) 1, m, n, =0
I, m, i,
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¢) Ecuatia planuliti determinat de trei puncte Mi(x1,y1,21) § Ma(x2,y2,23) 5 My(Xs:¥ai23)
necoliniare:

;X—Xl ¥y-y Z-"*Z‘
{5) Xy =X Ya¥, z,-z|=0
%y — X, ¥i—Y: Zy— 4

f) Ecnatiile parametrice ale unai plan

XxX=u
(6) y=v a,veR  (abreeR date)
z:au+bv+c

Un plan poate fi reprezentat parameinc sub forma (6) daci nu este peralel cu axa 0z fn
caz contrar se considerd reprezentarea: :

x=u
N y=an+h
z=vy

; u,veR parametn
x=au+b
sau y=Uu
Z=V
{1. Tipuri de ecuatii ale unei drepte in spatiu
1) Ecuatiile dreptei ca intersectie a doudl plane distinete 5i nepﬂm_lg_le;

,x+Bly+Cz+D,_.-0 A,B,C &R ‘
® AR+ B,y+sz-i D,=0, A,B,C,eR

b} euatiile cartezlene ale drepte: ce trece prin punctul Mu(xa,yo,zu) si este parale!a_

ce directin lui v =1i+m J+ nk (numite ecuayiile canonice ale dreptel)
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<) Ecuatiile prrametrice ale unei drepte:

Xx-x, =1t
{10} Jy-y,=mt teR
z-z;=nat

d) Ecuafiile carteziene ale unel drepte determinate de doui puncte M,(x;,y,,2,) si
Ma(x2,y2.22):

(11) X-= Xd y- Y4 - Z—Z‘ )
LX ¥y %,

" 111 Fascicole de plane

Numim fascicol de plene multimea planelor care contin o dreaptd dats (d), numitit
axe fascicoluiui,

Daci dreapta (d) este definitil ca intersectia a dou# plane distincte st neparalele (8),
atunei ecuatia fascicolului de plane este:

(12) ofAx+By+Cz+D )+;3( SX+ B,y +C2+ D) =0 a \BeR arbitrare dar m
simultan nule.

Dacd din fascicolul de plane scoatem planul de ecuatie A,x + B,y +C,z+ D,=0
atunci ecuatin fascicolului de plene devine:

(13) A,x+Bly+C|z+D|+1(A2x+B2y+C=z'€-Dz)=0, reR
1V. Unghiuri si distante
7) Unghiu.]. a ﬁéu:‘i d:reptc

Daci (dy} §i (d) sunt dous drepte care su ecuafiile canonice:

) X-% _Y-¥y _z2-g
L m, n,

X— X, - zZ—2,
(dz) R A 4 - .
Lo m, n,
§i O este unghiul format de cele dous drepte, atunci
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(14)  cosé = bl +-mym, +n,n,

JIE+mi 40 A +m? 0l

Dreptele (d,} 5 (da) sunt perpendiculare dac si :iumai'dz'lc:z“z I,'l; + m,.m2 + n'I n, =0.

b) Unghiul a douii plane

)

" Dack (P ) 5i (P;) sunt doud plane distincte de'eciatii

(F) Ax+By+Cz+D, =0,
(P2)  A,x+By+C,z+D,=D
5t & unghiul dintre cele doua plane atunci
(15) 050 = ~metiiftz T BiB; + G,Cs

AT+BI+ClfAlaBI+CT

Planete (P;-) 5i (7) sunt perpendiculare dacd §i numai dacii A Az+B,B+C,Can0.

c) Unghiut dintre o dreapti si un plnn' '

" Dack (d) éste’o dreapt# avind ecuatiile canonice (9) , (P} un plan avind etuafia

generald (1} 5i @ este unghiul format de dreapta (d) eu plamul(P), atunci
(16 sinf= AleBmrln
\/A1 + B P -\/l‘ +m* 4

d) Distanta de la un #unct Ia un plan

Dach (P} este un plan de ecuatie (1) gi Mo(X0,¥0,20) est:e
distanta de la punctul My la planul (#) este dati de formuly:

{17

un punct dat, atunci

D ...
(Mo (Py= e+ BYo +C2y + D)
AT+ B 4+ (7

€) Distanta de Iz un punct la o dreaptd

Dacii (d) este o dreaptd avind ecuafifle canonice (9 $i Mu(xo,¥0,20
dat, atunci distanta de Ia punctul Mg la dreapta (d) este dats de formula:’

) este un:punct
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i!MlMox V

—¥

V

(18)  d(Mo,(d))=

H

- -+ -» -+
unde Mi{xy,y;,21) este un punct de pe dreapta (d) §5i V=1i+mj+nk

f) Distanta dintre douii drepte neparalele in spatiu

Daci (d;) 5i {dz) sunt doud drepte neparalele care au ecuatiile canonice
=% _¥ %
(di) =

_E-Z
L, m, no
X—X -y, z-
() 2ol B R
1, m, i,
g rd 3 P g 7 b .
s Mi{xuynz) , Ma(xnynz), V=1 i+m, j+ok, V=1, i+m, j+n, k, atunci
distanta dintre dreptele (di) i (d2) (m#surat3 pe perpendiculara comung) este dati de
formula
. ' '

i, 5,7
(19 d((dz),(dz))?'kT""“
LR Vl”'

T

-+ - -
reprezintd produsul mixt al vectorilor M,M,," V,, V,

d2

d:
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PROBLEME

1. $& se scrie ecuatia earteziani a planului ce trece prin punctul M(1,-1,2) st este
perpendicular pe axa Ox.

Sofutie: Vectorul n=1 este perpendscu]ar pe pEan Asadar A—l B—{J C—D Dxn ecua[.[a

(3) obtinem x-1=0 ecuafia carteziand a planului..

2. S& se serie ecualia carteziand a planului care trece prin punctele: . ;.
A(1.0,0}, B(0,2,0}, £(0,0.3). : .

Réispuns: x+d+Z-1=0
2 3

3. 53 se scrie ecuatia planului determinat de punctele
AGL23); BB2-1); €6-1,-1,3).
R&spmrs: x-2ytat2=0.

4. S# se scrie ecuatia planului care trece prin punctul P(1,-3,-2) 5[ care detarmxna ’

pe axele Oy §i Oz segmente epale respectiv de lungime 2 §i-3 |
Raspuns : 11x+3y-2z-6=0

5. 8@ se scrie ecuapa planului stiind ¢d punctul P(3 52) este pacmmi
perpendicularei coboriitil din origine pe acest plan. o .
Réspuns: 3x-5y+2z-38=0 .

6. Si se sorie ecuafia planuluicare trece prin punctul A(Ifz—l) §i este ;.')aijle'lmc';'_t_l_:._:' :

directiile V (-1L,-2,1) 5t V,(2.1,-3) .
Raspuns: 3x-y+3z=0 . ‘

7. Si se dea o reprezentare parametrici a ;Jlanu[m de ecuaue x+y+z+4 0' :

¥=u
Raspuns; Jy=v JavelR .
z=-4-u-v

8. §3 se dea o reprezentare parametrici a planulm de ecuape x—2y+5—0

x=2u~-35
Rispuns: {y=u Jauvelk .
Z=V
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9. Si se sorie ecuatia carteziani a unui plan care trece prin punctul A(1,-1,2) si are
ca vectort directori 0 = (1,-10) 3 V= (21-1) .
Indicatie: Folosind ecuatia {4) obtinem:
x-1  y+1  z- 2|
1 -1 0 i=0.
2 1 -1
Raspuns: xty+3z-6=0 .

10. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul A(1 1,2) 51 este paratel cu
planul yOz.
Solugie; Deoarece planut este paralel cu yOz avem ¢l vectorii § §i K sunt vectori
directori ai planului. Folosind ecuaua (4} ﬂbgmem

x—1 y+1 z-2

o 1 0 |=0.
| o - o0 1
Raspuns: %-1=0 .

* 11. Sd se scrie ecuatia carteziani a planului ce contine dreapta

Xx—-y+z~1=0
I2x+y~2z41=0

. -gi este normat la vectorul ;1. =(L1-1) ..

Sofutie: Planul cerut face parte din fascicolul de plane:
(F, ) syt 1A (2xty-z+ 1 =0

- :
Deoarece n = {1,1,~1) este vector normal planubui (F,,) objinem ¢ vectorii .

V= (1+24, —1+4, 1-2)si = {1,1,-1) sunt paraleli. Deci 1+12l = 4?}“ = }w:izﬁ

. Se obfine. A =~2 §i x+ty-z+1=0.

- % i2. Sa se scrie ecuatia p!anu[ul care trece pnn dreapta de ecuagu 2x—y-z+i =0 5i
x+y+2z+2=0 gi prin puncwi P(1,2,-1) . : : “
Raspuns,  4x-5y-Tz-1=0.

13. 53 se scrie ecuatia planuiui care trece prin punctul P(1,2,-1) 5i prin dreapta:

2x—z+1=0
{d) 3 _
y+2z-2=0

Raspuns:  2x-6y-52+5=0 .
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14. Si se scrie ecusfis planului care trece prin intersectia planelor:
(P) x-2y-3z+2=0gi (P2) dxty+5z+1=0 '

5i este paralel cu axa Oz.
Réspuns:  1Te-Ty+13=0 .

15, 83 se determine ecuatia planului care trece prin dreapta:
X+y+z~1=0
(@
2x+y-2z—-1=0
gi este perpendicular pe planul:
C{B) . 3xt2y-2z-1=0,
Réispuns: 2x+3y+6z-3=0 .

¢ 16. 53 se serie ecuatia pianuim care confine dreapta:

@ 22T s araet cu plami

Raspuns: x+y-z+3=0 .

17, Se di dreapta de ecuatii:
2x-3y+z-3=0
X+3y+2z+1=0

a) Si se gdseasch ecuatia planului care contine dreapta dati gi trece prin punctul
M(1,-2,3).

b) Si se pHiseasch ecuatia planului care confine dreapta dati 5i este paralel cu axa
Ox . ‘

Rispuns: a) 2x+15y+7z+7=0
b) Oy+3z+5=0

18, Sa se scrie ecuaia planului care trece prin origine, prin punctul A(1,2,3) si este
perpendicular pe planul:
P 6x+5y-4z+7=0.

Selutie: Vectorul normel al planului (P) este n= 6?4-5}'. 4§ Acest vector este paralel
planubui curent. Ecuatm pla.nulm prm doud puncte M (xl,y, z,), M (x,,yz,z,) g

paralel direches v=li+m _;-{»nk este
X=X Yy—yn -7y
20) =% Y-y Z-7%|=0
1 - m n

-
Aplicind relatia (20) pentru punctele O(0,0,0), A(1,2,3) si vectorul v = n obfinem
23%-22y+72=0,
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19, 5 se scrie ecuafia fascicolului de plane care trece prin dreapta:

Ax+y-3z+2=
@ { y-3z+2=0
X~-dy+52-12=0 .
Si se determine planul din fascicol care:
a) Trece prin punctul A{2,1;3);
b) Originea axelor de coordonate aparfine planului;
< ¢} Este perpendicular pe planul {P) x+y+z=0.
Indicatie: Ecuatia fascicolului de plane este:
(F.) 2x+y-3z+2+A{x—4dy+52-12)=0

¢} Doud plane sunt perpendiculare daci si numai dacd vectorii normali ai celor doud
plane sunt perpendiculari. Vectorul -

- - -
=(Z+A)i+(1-410) j+ 5L -3k
este vectorul normal at fascicoluiui (F, )iar veciorul Ny = i+ ;+E este vectorul nprmal

at planulm (P) Dm conditia de perpendlcu!antate a vectonlor nn §i ) obtinem ecuatia:
2+K+1-4A+5A-3=0

. chre are solufia A =0, Inlocuind X =0 1n (F, ) obfiners 2x+y-3z+2=0.

Rispuns: a) 4x-Ty+7z-22=0;
b} 13x+2y-132=0 .

20. S se scrie ecuatia fescicolului de plane care trece prin dreapta;
4x~-y+3z-1=0
(d) -
X+5y~z42=0
54 se determine din fascicol planu] care;
&) Este paralel cu axa Oy,
" b) Este perpendicular pe planul : {P) 2x-y+52-3 =0
Réspuns: a) 21x+14z-3=0;
b) 7x+1dy+5=0 .

¥ 21, Fie planul (P) 3x-+2y-4z-3=0 §i dreapta:
Ix+2y-7=0
@ { ¢
z-1=0
a) Si se arate c# dreapta (d) este con;irmti in pla.nul )
b) S& se scrie ecua;m pianuim dus pnn dreapta (d) 51 care este perpendicular pe

planul (F}.
Ina‘rcape 0 dreaptﬁ {d) datﬁ ca mtersecpe & doud plane’

@ Ax+By+Ciz4Dy=0
Ax+By+Coz+D; =0

este confinuti in planul (P) Ax+By+Cz+D=0
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dach matricea sistemului _
Ax+By+Cz+D=0
Ax+By+Cz+D, =0
Ax+By+Cz+D, =0

32 -4
are rangul doi. In problema noastra matrices sistemului este |3+ 20+ 0 | care
S 0 g

evident are rangul doi. Punctul b) .se rezobvi ca punctul c)al prob]emel pmcademe
Raspuns: by 12x+8y+13z-41=0.

v R 22. Si se serie ecuatia planulii care trece prm punctul M1, 2 st cste
perpendicular pe dreapta :

2wy 3z-1=0
(d){ y

Ix+y+z+2=0
Soluﬁe' Vectorii m 2i- }+ 3 k st n =3i + ]—z— Kk sung vectoru normah al ce!or doud
plane ce definesc dreapta (d). Deoarece vectorul v = mixn ny = —4 i+7] i+ sk da dlrectla
dreptei (d) si este vectorul normal al planului cerut din ecuatia (3) obtinem,
Ax=Ty-5z+5=0.

23. 54 se scrie ecuatia planului determinat de dreptele paralele:
@y 2L X+ 1 y 2 z+3
1

3 2
y+1 z-1
d —:--wm:mw«o-
{d2} 2 3 3

Indicatie: Dreptele (d;) i {dz) sunt paralele cu vecmrul v =7 1 +3 J-i~ Zk Se aphca

relafin (20) pentru M,(-1,2, 3) M;(3,-1,1) si vectorul v.
Rispuns, x-z-2=0 ]

24, Se dau dreptele:

x-1 y z+2
d ._=_=_
{d:) 351

({12) y z+2

. E= 5 :

a) 54 se scrie ecuzma planului care se sprum& pe cele duua drepte e

b} 5 se scrie cosinusunle directoare ale normalei la- planul de [a purictul a). -
Indicagie; a) Dreptele (d;} 5i {d;) se intersecteazi in punctul A(1,0,-2). Se foloseste euatia
{4), pentru punctul A si direchiile v, = 2—i'+3—j'+ﬂ s -\"z = 3?+ 2 }"4— 5-12 . Se obtine
scuatia 13x%-7y-52-23=0. o
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b) Cosmusunle directoare ale unui vectar VElism _'|+ nk sunt:

. -
i l v} m
(?,i)CDSCi—-:—:_,,%v CDSB——-M*“-_‘ = 3 3
¥ P+m’+n v WP +wm+n
_vk n
cosy TN 1 F) 2
v YIP+m +n

unde oo, B, v sunt unghiurile ficute de v cu axele 0x, Oy, i Oz.

i3 -7 5
g ; T g = e | CDS —_——.
Rdspuns: b) cosa Tk cosf s ¥ T

25, Se comsiderd punctele A(1,1,0), B(1.0,-1), C{-1,A.2}, D(2,3.2). 53 se
determine A real astfel ca punctele s fie coplanare precum §i ecuatin cartezinnd 4 planului
lor.

Indicatie: Se scrie ecuatia planului prin punctele A, B, D si apoi se inpune condifia ca C s3
apariini acestui plan.

Rdspuns: =3 .

26. Se dav punctele A(1,2,3), B(-2,1,4). Sa se determme
1) Ecuatiilé cartéziene ale dreptei AB;
b) Ecuafiile parametrice ale dreptei AB,
c) Cosinusurile directoare ale dreptei AB.

-1 _y-2_2=3 _ x=1_y-2 z-3
Réspuns: a) - 112 2.3 54 5 o T
b) x—l -3, y—2 -t, z=3+t, teR !

—

I 3 m

€) CoSt = ————m =~ — =, COSf = =7 ’
N e s ¥ L RN A S Y 7
n 1

cosy = =

P rmi+nt VT

27. 54 se determine vectorul director al dreptei:
: 2x=y+z+4=0-"
@ )
x+4y+3z~i=0
st un punct de pe treapta (d). ™

So!uﬁe Vectorul director al dreptei {d) este v= mX;h =-7i-5i+9k unde

=27 i+k, na=i+4 ]+3k sunt vectorii normali la cele doud plane ce definesc
dreapta {d). Pentru a afla un punct de pe o dreapti vom da o valoare arbitrari unei
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variabile, de exemplu z=0 si apoi rezolviim sistemul rimas. Asadar, pentru z=0, rezulti

sistemei
-y=-4
x+d4y=1

cu solufia x=-

]

[REE
[ X

2 . 5
y =2 si deci un punct al dreptei este punctul A 3
T3

28. Si se scrie ecuatiile canonice ale dreptei
x-2y+3z-1=0
@1, 3=D0
Xx+y-2z~3=
Salutie; Procedind ca mai sus obtinem de exemplu A(1,-3,-2} un punct pe dreapta (d).

-+ -r
i ik
R - . i P
Vecterul director al dreptei (d) este v=mxn2 =|1 -2 J=i+8j+5k.
2 I -2
. oo o x=1 y+3 z+2
Ecuaiile canonice ale dreptei (d) sunt date de (9). Obtinent: . b = 5

A 29. Si se scrie ecuaiile canonice ate dreptei (d) care trece prin punctul A(—l,_2,3} gl
este paraleld cu dreapta: )
Xx-y-3z+2=0
(d) o
2x-y+2z-3=0

Solntie: Cum —ril = .i’— _ji— 31:‘ 5t ;;z = i;— }+ 2E€ sunt vectorii normali la cele doud
plane ce definesc dreapta (d,), rezulté ci vectorul director-al dreptei {d) este:
.i’ ‘j) k -3 e -r
vemxna={l -1 -3=-5i-Bj+k.
2 -1 2
1 -2 -3
Deci ___X‘g =_y3 =—-—~-—z1 . ) ) .
30, 54 se scrie ecuatiile dreptei care frece prin punctol M(2,-1,1) §i este paraleld cu ‘
dreapta: :
it+y-z=0
4 o1
x+2y+z-1=0
x-2 y+1 z-1
Raspuns: = = .

-2 1
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31. Se dau planele;
(P1) 2xt3y-dzt+1=0;
{Pz) dx-y+3z-4=0
si punctul M{4,-3,5). Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin M §i este paralels cu
dreapta de intersectie a cefor doui plane,

x-4
Raspuns: =TT T T

32. 54 se scrie ecuatiile perpendicularei dusa din punctul M(-1,2,3) pe dreapta;
x+2 y-4 z
d = Se— = —
) 3 (T R _ .
Soluie: Se determini mai intd planul  (P) ce trece prin punctul M si este
perpendicular pe dreapta (d). Vectorul director al dreptei (d), ;::3}’+}+;,
reprezintd vectorul rormal la acest plan, Ecuaia planului (P) este: 3xA1) + (y-2) +
{z-3) = 0. Asadar (P) 3x+y+z-2=0. Proiectia punciului M pe dreapte (d) este
intersectia dreptei (d) cu planul (P). Sistemu! format din ecutiile ui {d) si {P) este;
C [3xeyez-2=0,

371 _
Pacia folosim ecué;iile parametrice ale dreptei (d} obfinem x=3t-2, y=t+4, z=t, care
el e 4 10 48 4 .
inlocvite in ecuatia planului (P) dau t=ﬁ‘ Punctul M“(‘ﬁ-’ﬁ’ﬁ) . reprezintii
proiectia lui M pe dreapta (d). Ecuatiile carteziene ale dreptei MM, sun::

r+b p-2 _z=3 r+l y-2 -3

10 "% -3 sau I 26  —29

. 1 e o
11 * i1 2 I 3
X 33, Si se scrie ecuatiile perpendicularei duse din punctul M(2,3, 1) pe dreapea;
R T+ -2
(@, =~ L 272

x
Raspuns: = T3 =

34. Se dii dreapta;
x-1 z+1
) T=.Lf,=— Ce

T : wd Ten T 4
si punctul M(3,1,2): Se cer ecuatiile dreptei perpendiculare din M pe (@),

Réispuns: x-3_y-l z-2 ' '

61 23

35 Datio reprezentare parametrica a dreptei () avind reprezentarea carteziani
X+y—z4+1l=0. : A :

SIS
@ {2x—y+3z—4:0'
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Solugie: O dreapti poate avea mai multe reprezentdri parametrice. Se pot obiine trei
reprezentiiri parametrice ludnd ca parametri una din variabilele x, y, z. De exemply,

5
daci z=t, atunci x= —32- t+1, y= 5 i-2. Agadar avem reprezentarea parametrici:

x=—gt+1,
3

x-5 y+2 z-1

e planele xOy, xOz, y0z.
Solutie: ECuatla planolui xOy este 2=0, Inlocuind 2=0 in ecuatiile dreptei (d) obfinem

y=0 §i x=—. Agadar punctul de intersectie al dreptei (d) cu planul xQOy este

E
7
A(E,O,Dj . Deoarece punctul A se afli pe axa Ox, rezulti ¢ dreapta {d) intersecteazi

si planul xOz in punctul A. Pentru a objine coordonatele punctului de intersectie al
dreptei (d) cu planul yOz se rezolvi sistemul format din ecuatia x=0 a planului yOz §i

14 -7
ecuatiile dreptei {d). Se obfine B(O’?’T} .

37. Si se arate ci dreapta
x-2 y+ 2 z-3
3 -1 4
este situatd in planal  (P):  2x+2y-z+3=0.
Indicatie: Se aratd c& punctul A(2,-2,3) se afld In planul (P) §i apoi se demanslreazn ci
Aev=0 unde 5i=27+2]- k este vectorul normal al planubsi - (P), iar

=37 -]+ 4k este vectorul director al dreptei (d).

= % 38, 5i se afle coordonatele simetricutui punctului M,(1,1,1) fa{i de dreapta
x-1 +1 z+12
@ Se=lmE2
2 2 -1 :

Solutie: Ca in pmblema 32 se determind coordonatele punctului A de intersectie al
dreptei (d} cu planul (P) care trece prin punctul M, si este. perpendxcu!ar pe dreapta
{d). Ecuatia planului (P) este:

(B)  2(x-1}+2(y-1)-(z-1)=0,
Se obtine A{-1,-3,-11).
Pentru a determina coardonatele simetricului M, folosim legitura dintre coordonatele

mijlocului A al segmentului M, A, §i coordonatele extremititilor M, 5i M,
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5 ,
Yty +yu,
Ya 7 '
_ Iy, T3y
z,= 2

Se obgine M, (-3,-7,-23).

39, S se afle proiectia punctului M(1,-1 ,2) pe dreapta:

@ 2 1 T4
55 -2
dspuns: M‘(——,—,—)
Rdspuns 333

.{}( - 40, 8 se afle coordonsatele simetricului punctului A(3,1,2) fistd de dreapta:
) d x-2 y z+l
@ et
37 19 ~22

Raspuns; A [?,-—9—-9—) .

41. 53 se afle coordonatele simetricului punctului M(4,1,6) fafé de dreapta:
x—y-4z+12=0
@ {2x+y~22+3= 0
Raspuns: M’(2,-3,2)

Y- -
e %/42. Sedou dreapta (d) ——="5—=1 .

siplanul
® x+Hy+z+1=0.

53 se determine:
a) ecustiile proiectiei ortigonale a dreptei {d) pe planul (P);
b) ecuatiile simetricei dreptei (d) fata de planul ().
Solutie:
)

{d)

/ \//w
- ,

B
\ @)

2) Fie (d') proiectia dreptei (d )pe planul (P), care se obfine prin intersectia
planului (P) cu planul (Q) care trece prin (d) §i este perpendicular pe planul (P).
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Pentru a determing ecuatia planului {Q} consideriim fascicolu! de pizne determinat de
dreapta (d). Dreapta (d) are ecuatiile

x—-2z-1=90
() {y— olep fascicolul de plane are ecustia
(B (x=22-D+Ay-3z-1=0, heR.

[mpundnd conditia (F) L{P) rezultd 1 = _%_ Deci (Q): 2X-y~z-1=(j g .

s ¥d+y4otl=0
(d’) {

x - p-2=1=0"

b) Rezolvind sistemul format din ecuatiile Ini (d} si (P) obtinem A[O '—l —lj

; Tt}
Pentru a obtine ecuaiile simetricei (d7), a dreptei (d) fati de planul (P} vomt alege un
alt punct B# A, Be(d), ciruia i determinam simetricul I’ faid de planul (P}. Atunci
dreapte (d") este drezpta (AB’). Peatru z=0 objinem B(1,1,00e(d).. Intersectdm
dreapta (B} care trece prin B i este perpendiculard pe planul (P) cu"'p!anui £y
Obtinem ‘

-1 y-1 z | : T
(& TETTeT e €(0,0,-1) unde C este profectia lui B pe planu! (P). Daci
B{efy) este simetrioul  lui. B fai . de. planul (P), atunci  din

ditatile. I+a lx g iy . '

egalititile: 0 = s = ~1= T,ob;zszem B(=1,-1,-2). Deci

s+l pal z+2 '
d"y w1

2 2

/;1( 43, S& se gaseascil proiectia punctului M(5,2,-1) pe planul;
i (P} 2%-yH3z+23=0
Raspuns: M'(1,4,-1).

(@( 44, 5ii se afle coordonatele simetricului punctufui Mo(—.i,Z,Z)' fati de plz'.mul..
(P) 2x+y+37.2=0, I T
A 1510 2
Rispuns: M [——* — :).
P 7Ty
45. S se afle coordonatele simetricului punctului M(1,3,-4) fafd de planul. . .
(P) 3x+y-22=0 S - e
Rispuns: M'(-3,1,0),

Q‘% 46. 51 se afle simetrica dreptei
X-1 +1 oz
) —-=ta
faid de planul
(P) x+2y+233=0, :
-l 3y+7 342
T3 2 o

Rispis: Jlf
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,%}47 Sa se scrie ecuatiile dreptei (d) care reprezintd proiectia dreptei:
Y+2y—z—1=0
{d1)

x—1=0
pe planul:
(P) xtytz=0,
B x-2y+z-1=0
Réitspuns: {x ty+z=0

48, S se scrie ecuatiile dreptei (d) care reprezinti proiectia dreptei:
-1 y-2 z-3 '
(d1) 5 T3 T g

pe planul:
Py xty+z3=0.
. x-2y+z=10
Raspuns: t4+piz-3=0'

49. S& se scrie ecuaiile dreptei care trece prin proiectia punctului M(-1,2,2) pe
planud: .
(P) xty+ztl1=0
5i care este paraleld cu planele:

(™) 2x-y-3z-1=0
(P2} xH2yH3z+1=0.
3x+7 3y-2 3:2-2

Réspuns: 3 T 5 - 3

§0. 54 se scrie ecuatiile dreptei care trece prin proiectia punctului M(1,-1,2) pe
planul;
@) xtytz-5=0

g1 care este paraleld cu planele:
{1} xy=3 §i
(P2} 2x-2y+z=3.

x-y—-2=0

Raspuns, {z —3=0

§1. Se dau punctele A(3,-1,3), B(5,1,-1) s5i C(0,4,-3).' Sa sa. determine misura
unghiului dintre dreapta{AB) si dreapta (AC).
Solutie: Avem ¥, =7 +7 -2k,  ¥,.= -3 +5f -6k . Daca 0 este unghiul dintre

7
cele douk drepte, atunci din formula (14), obfinem 8= arccos‘/;-g.

.© 52. 3 se afle unghiul format de dreptele:

d X4+2y+z-i=0 | q x=y-z=1=0
@) x=-2y+z+1=0 s (d) x—y+2z—1=0

Indicatie: Vectorii directori ai dreptelor (d,) 5i (d;) sunt:
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PJk $F i & .
H=i 21| 5 F=]1 -1 -1 Seoh;ineB=§.

1-21 h-1 2

53, Fie planele:

™  2x-y-z-2=03i

(Q)  x+2y+2z+1=0.
Si se determine misurs unghiului dintre planele (P} 5i (Q).
Indicatie: Se folosegte formula (15) si se obfine

S —

z= 54, Fie dreapta
x+2y+3z-1=0
d)
2x-y-z-3=0
si planul
(P) x+2y+2z+1=0.
S se determine misura unghiului dintre dreapta (d) §i planul (P).
9

R .

Indicatie:  Folosim  formula  (16).  Obtinem - co;(gmﬂj =sinf =
0= arcsin >

= @=arcsin- .

= ¥ 55, 8 se afle unghiul pe care dreapta
-1 y z-1
W= =327
il face cu planul
{P) 3x-y+ J6z-2=0.

8+Jg

Réispuny: sina = .
p!t 12

56. 53 se afle unghiul dreptei
Glx=l oy x4+
@ = T3 2
e planul - .
(P) x+2y+z+1=0.
210
Ra. D SINQ = —p—
dspuns: sing Nt

57. Si se afle distanta de la punctul M(-2,1,3)a p.lam.ll
(P) x+2y-32-2=0. o
Indicagie: Folosim formula (17).

11
Réspuns: d = —pee |
P J14
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58, S se afle distanta de la punctul M{-1,2,-1) Iz planul
(P) 5x-3y+2z+1=0,
12
Rispuns: d = —= .
i N

s f ’ 59 Si se calculeze distanta dintre planele

o (Pry 11x-2y-102-15=0
5
(P2} 11x-2y-102-45=0.
Indicatie: Planele (Py) i (P;) sunt paralele. Se alege un punct intr-un plan si apoi se
aplick formula (17).
Raspuns. 2.

* ¥, 60, Si se caleuleze distanta de Ja punctul Mo(3,-2,1) la dreapta
) -1 y+2 z-3

Solngie: Fie M;(1,-2,3) punctul prin care trece dreapta (d), obtinut prin egalarea cu 0 a
rapoartelor ce definesc dreapta (d). Folosind formula (18), obtinem

d(M,,(d)) = f;-\/ﬁ :

, + 6L i se afle distanta de la punctul M(7,9.7) la dreapta
@ o=toer
Réispuns: V22,
62. S& se afle distanta de la punctul A{-1,1,1} la dreapta

x-2y—z+1=0
@ 2x+y-z-7=0
y-z =0

’ 486
Rispuns: |-
puns: 7

s 7 63. Sk se afle distanta dintre dreptele paralele

x-1 y z+l1
{d 7 =13
g
x+1 y-1 z-2
@ =5 =7 3
Réspuns: 4'{’?

{w?r* 64. S se afle distanfa de Ia punctul M(3,0,6) la dreapta

d ¥+2y=1
@ 3x-2z-7=0°

Raspuns: 243
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/%' _ 63. Se dau dreptele
a |
4 x-1 y+2 =

@ m=yen
f_Z_z“‘"l
@ 3=7=73

5# se determine distan{a dintre (dq) 5i {d2).
Solugie: Avem Mi(1,-2,0)e(ds) , My(0,0,1)e(d) §i ¥, =7 ~ 47 - &,
¥, =3 +]+2k vectorii directori ai dreptelor (d;)} respectiv (d

formula (19) obfinem d((d,),(dz))

66. Si se determine distanfa dintre drepfele ~

x-9 y+2 =z
d ——— ——— = —
(d) y 3 77
Eo_yrT -2
@ Z=T =7
Réaspuns, 7.
7. @f} 5& se determine distanta dintre dreptele
e 2x-y-1=0"
{dn) 3 _
y—2:-1=0
§i
X_y
d i
(d2) 13
21
Réispuns g
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2). Inlocuind in

CAPITOLUL VI

CONICE

§1. CONICE PE ECUATIA REDUSA

ELIPSA; Elipsa este locul geometric al punctelor care au suma distanelor la doud

puncte fixe (numite focare) constanti:
[MF]+|MF| = 2a.
x? ¥ .
Ecuatiz carteziani: —2+B;-—1=(), a*~c*=b".
2 ]

x=acost

Ecuatit parametrice: { ., te[02x].
y=hsint

y
A
B(0,b) M(x.y)
X
- >
A't-a,0) Fliec.0} 0 F(c.0) Afa.0)
B'(0.-b) |
figura |

HIPERBOLA: Hiperbola este locul geometric al punctelor care au modulul diferentei
distantelor la dou# puncte fixe (numite focare)} constant: '

Xy .
Ecuafia carteziand: - o 1=0, ¢’ -a*=b*.
PR

x=acht

Ecuatii parametrice; { ,teR.
y=asit
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y.l

B BloLy

By

figura 2

PARABOQLA: Parabola este locul geometric al punctelor egal departate de o dreaptii
fixd §i de un punct fix. Dreapta fix se numeste directoare, iar punctul fix focar.

IvN] =]
Ecuatia carteziand: y* =2px

Ko/ 2 ¥\

.

B,
G
}

. F(.a/.'l.l_) -

figura 3

1. Un triunghi ABC are baza fixi BC = 14 cm."SA se determine locui
geometric al varfului A, variabif, stiind ci perimetrul triunghiului este constant,
egal cu 32 cm. :

a

Réspuns: o elips de ecuatie: ET+§_ ]::0, dacd se considerd originen

sisternului de coordonate la mijlocul segmentului BC, axa Ox ca ﬁlnd dreapta
BC iar axa Oy mediatoarea acestui segment.

2. 8§ se scrie ecuatia ellpser ce trece prm punctele M {l 2} $1 M¢(3 l) Euand :_
ca axe de coordonate axele ei.
Réspuns: 3x° +8y" -35=0,

3. 54 se scrie ecuatiile tangentelor duse din A{-6 3) la ehpsa

LS S
15 9

Réispuns: y=3; 12x +7y + 51 =0,
98

4. Ce valoare trebuie 53 aaba m pentru ¢a dreapta y = 3x -+ m si fiec tangenti la
elipsa;

Dupi determinarea lui m, si se afle coordonatele punctului de tangeata.

Respns: m = 3,2 Mi(‘ﬁ -?_’J:—?-_]; M {__\';_5_3_2{2_) ‘

R :

5. 5i se scrie ecuagia hiperbolei ale cérei axe coincid cu axele de coordonate,
stiind ci trece prin punctele A,(-52) si M:(2\E.wﬁ)

Réspuns: -\—; ¥ =0
15 6

6. Sa se scrie ecuafin hiperbolei cunoscand ecuatiile asimpiotelor sale
x2y=0 si cil dreapta 5x - 6y - 8 = 0 este tangentd hiperbolei.
Raspuns: x* - 4y° -4=0

7. 8 se scrie ecuatia unei hiperbole ce trece prin puactul M(12,3\/§) si are
drept focare punctele F{10,0 si F,-100 .

- T
s ,?

LA
3 5 e =)
Réspuns FYREY:

8 5& se calculeze parametrul parabolei yzxsz gtiind cil ez este tangenti
drepteix - 2y + 5= 0,

Raspuns: p=—

9, 84 se afle locu! geometric al proiec}iei unui focar al elipsei:

i—+y —1=0

b?
pe o tangenti variabil# Ia elipsi {(podara elipsei in raport cu un focar).
Rispuns:x* +y* =a*

10. Se considerd elipsa:
x5yt !i

§i punctul P(4,6). Din punctul P se duc tangentele la elipsi si fie A, M, punctele

de tangentd. Fie F un focar al elipsei, Si se arate cii dreapta FP este bisectoarea
unghiului M, FM,.

11, 54 se afle locul geometric al simetricului unut focar in raport cu o taﬂgenta
variabild la elipsa.

Raspuns: (x +¢)* + y* = 4a*
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§2. CONICE PE ECUATII GENERALE

Ecuafin generald a unei conice este:
a
f(x,y)=a, X% + 22Xy + 2,y + 20, X + 28,y +25, =0.
Invariangii unei conice sunt:

5 Az By
= 21 By
A=la, apn ax|, 6= - I=a; ta,,.

+

A2 Bp
23 4 a8y

Natura §i tipul conicelor:

A # 0, conici nedegeneratd;

A =0, conicd degeneratd,

8 # 0, conicd cu centru : §>0, de tip elipsii; <0, de tip hiperboli;
& =0, conic3 fard centru la distantd finitd, de tip paraboli.

Reduceren la forma canonici:
1} Conice cu centrir
Ecuatia canonicé:
2 . A
5 X" +8,Y° +§=0,
unde S, §i S, sunt solutiile ecuatiei :
§%-18 +8=0
(S, -8, are semnud ha a,z)'
Centrul conicet: Cx,,y,), o1 %8 v, solufii ale sistemului:

sau

Xy +a,Y, +3); =0
813X #85 Yo +ag=0
Unghiul de rotaie:

tgla = ﬂ,a E[O,E),
&y —dgn 2

Y 22PX =0, unde P = 1‘-%,

100

2. Conice fard centru:
Ecuatia canonici:

sau

Coordonatele centrului: {

Ecuatiile axelor: {

Relatiile de transformare:

Axa parabolei: a,, f£+alz =, dacil a,, =0, san
ox .

By, —t+ay —=0, dack 2, =0
ox

2% 2|9

Varful parabolei: V(xv,y,,)cu x, §i y, solutii ale sistemului:

f(x,y)=0
, dacd a;; #0,

f(x,y)=0
& gf . ,dacd a; =0
3115‘;""'3127‘:0
ay

1. Fie conica:
25%7 ~ 14xy +25y° + 64x—64y-224=0
&) S# se precizeze natura conicel si s se reduct [a forma canonics,

b) SA se serie relatiile de transformare ale coordonatelor;’

¢) S se scrie ecuatiile axelor de gimetrie ale conicei st 53 se reprezinte grafic.
Solutie. :

25 -1 kY]
=|-7 25 -32|=-288-376=-165888,
32 -32 -224
5:\?'57 _;\=625—49=576 , 1=25+25=50.
Deoarece A 20, conice este nedegenerati. Cum 520, conica este cu centru §i de
tip elipsi. .
Ecuatia in “8”:

§? -I§+5=0, deci $-505+576=0, deunde § =185, =32.
. A . 2
Ecuatia redusd: §,.X7° +5,1% + 5=0 devine 8X*+32F°~-288=0 sau
X2 Y:

+ o=
6 9
25%, — Ty, =32
~Tx,+ 23y, =32

2a,, —14

:.

{x(,:—l
Y=l .
=

. . _ 24y T
Unghiul de rotatie: fg2a = o —ay - 25-23 _q 4

x-p+2=10
x+y=0

1

1+ ! X ]
xew-lt—p=X ——ps
202
1
yﬂl+'TX+'"—Y

=

2

Reprezentare graficd:
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S T
figura 4

2. S& se reduca [z forma canonick gi 53 se reprezinte grafic conicele:

a) 5x7 +8xy+5y" — 1Bx - 18y +9=0,
T

. Toy?
Rispuns: = +—~-1=0,C(L]), o »
PHIE T (th. =g

b) 4x° 49y ~24x + 18y +9=0;
’ 2 2 .
: *YT'H}* CO~1), o =0,

Rdspuns;

c) x?+6xy+ 5y - 16x-16y-16=0;
Y oo e, aig.

. X?
Raspuns: -+
7 4 I

d) ¥* -xy+y’ -Sx+y-2=0;
Raspuns: 2~ + X _120,¢e1, a= %

e} 3x2—2xy+3y5—4x~4y—36'=.0;.
52 YZ P B
-1=0CL), a=—.
(L), « 2

Raspuns: — +
0 10

) 5x* ~Bxy+5y* ~12x+6y=0;
X o, C(2,1),a=—};_:.

Raspuns: X
g) 6x2—4w+9y2—4x—32y—6=ﬁ;
. Rdspuns, 2%2—-& —2— 1=0,C{1,2},a =—;zm:£g§.
h) 2x* —6xp+10y* ~8x+12y+2=0;
Réaspuns: X?; + Méi ~1=10, C(_Z.,U}, o= a.;ctg_g.
11
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i) 9x? + 243y +7y7 —30=0;
Réaspuns: 2+ X 2120, C(0,0), @ =%_

:y

N

§) 5% =61y + 57 ~ 6425+ 1042y +8=0;
BRSO

3

. XY
Rispuns: 1 7 e

4

3. Fie conica:

3t + 10k +3y° - 2x—14y-13=0
a) S se precizeze natura conicei §i 58 se reducd la forma canonici,
b) Si se scrie relaiile de transformare ale axelor de coordonate;
¢) S se scrie ecuatiile axelor §i 53 se reprezinte grafic. :

Solutie,
3 5 -1 .
A=|5 3 -~7i=1]28,
-7 -13

-1

3
5= =-1s.

‘ 1=3+3=6.
5
Deparece A=0, conica este nedegenerati. Cum 620 ea este cu centru i de tip

hiperbolic (<0).
Ecuatia in “8™:
§2-15+6=0, 8 -65-16=0, deunde 5, =8, 5, =-2 (8, ~5, > 0.

g : A . 2 2
Ecuatia redusa: § X +5,V° N ¢ devine 8X° - 2V° -8=0 sau
X ¥
T — =0
1 4
3Ix, +5y,=1=0
050 . (C){ |
Yo =~

Coordonatele centrului { 5x, 43y, ~T=0

1

—-—=F

Relatiile de transformare: |
= =l
y ﬁ >

Unghiut de rotatie: fg2a = —22— = 10 g%
: : = =— a=—.
: nghiut de rotatie: ig2a L "33 p

Ecuagiile axel {x_y_3=°

cuagucaxeer. I+))"“1=0"

[ 1 1
x=2+—F=X+—F}
TrRTE

Reprezentare grafica:
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figura 5

4. S se reducs la forma canonicd 5i si se reprezinte grafic conicele:

2) ¥ -6xp+y +6x-6y+4=0;

2
Rdspuns: —E—»+YT—I:0, C{—%,g),ﬂFE

1 4

4 8
b} 3xy+6x—-y—-8=0;
o X ¥ 1 T
Réspupts, 2 ————1=0, C(=,-2), o ==.
P T Gr2he=g

¢) x* —8Bxy+Ty* +6r-6y+9=0;
X vy

1
R D e = 1=0, C(1,3), e =arctg —.
SpunS. o= == (LY arctg
d) 6xy +8y° — 125 - 26y +11=0;
- XY
Réspuns: T 1=0, C(-1,2), @ = arctg3.

e) 5x% + 12xy—-22x~12y-19=10;

= 1

. X Y 2
Réisptins: —-—-——1=0, C{L1}), e =arcig—.
puns: —- == (L1, g

B x®-dxy+pt +3x-3y+2=0;
Raspuns:

XY loocelda=t
3 1 6 22 4

g ¥ -9y  +4x-54y-T78=10;
2
Raspuns: X* —YT— 1=0, C(-2,-3), =0

9
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5. Fie conica: ‘

Ox? — 24y +16y° - 20x+110y - 50=0.
4) S se precizeze natura conicei §i 58 se reducd la forma canonici;
b) Si se scrie formulele de transformare ale axelor de coordonate;
c) & se scrie ecuatiile noilor axe §i 53 se reprezinte grafic.

Solufie.

g 12 -10
=f~12 16 55|=-15625,
-10 55 -5

=0, 1=9+16=25.

-12
ool o

~12 16

Deoarece A=0 iar 8=0 conica este nedegenerati, de tip parsboli. Ecuatia canonich

este;

3
v? in— IA’X =0, Yz 21‘%}{: 0 sau Y?£2X<0. Intersectind conica cu axa

Ox deducem ca Y? = -2X. Apoi tge = —i, o e[0,7), tge = % si V(
ap

18
jx:in2Y+-—

Relatiile de transformare: 3 i 15 .
ky =3 X+ EY + 3
Eeuatile noifor axc. {3x—4yw10= 0
cuatiile noilor axe: 4x+3y—15=0'
Reprezentare grafich:

figura &

6. 54 se reduct la forma canonicd i s se reprezinte grafic conicele:

8) 9x” + 24xy +16y° + 22x+ 46y + 9= 0;
47 4

1)
5750

Réspuns: Y =—%x, vedl 3y o Ixedy+5=0, cr.wn-amtg%.

25725
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by ¥° - 2yp 4 y7 - 10x -6y +25=10;

R&spims: Y7 =442X, V1), axa x~y~l=lo= I b) ’32\" + TOxy - d4y* - Tx+ Ty =-3-=1,
N ’ 4 ¢} ¥ o-xy-Sx+Ty+10=0,
) A6x + 24 9v? — 30x + 40y = 0 : reprezintil cite doud drepte si 55 se determine ecuatiile lor.
» CHABXT + 24xp 4+ 9y - 30x + =0; - . - :
el Y S J§x+v(3-J§)+ssz§r0

. 2 4 . y+l= X-y-2=0
Raspuns:Y* = -2X, V(0.0 axa dx +3v=0,a =xn-arctg— : : : o Réspuns: a) b)Jl : c){ i .
7 ) %3 J3x - }!(3+J_) 5.90G.0  |2x+dy-3=0 y+5=0

d) 2v* —3x + -3=0 ) .
)2y -3+ 12y ! -~ 11. §i se precizeze natura conicelor:

- , 3 : ,
Raspuns:¥* =X, V(-7.3), asa y + 3=0,a.=0. w3 e2xeoy-3=0

b) 6{.\': +-v:)+13xy’—173-13y+5£ 0;
— e) dx’ ~dxy+y* - 2x -y +7=0;
: 65 . _ : €) 5x° »4\}~iyw[}
Raspuns: Y7 = —X V(-— —) axa 2x - y+l=0a= arcig?. ' Réispins: a) paraboli degenerata in dreplele: x +3y+3=0six+3y-1=0;
o b} hiperbola degeneratii in drepiele: 2x + 3y - 5 = 0 si 3x + 2y-1=0),

£ X2 2up 4 7 48 = 0; c) elipsd degeneratd in doud drepte imaginare.

Raspuns: ¥* = -242%, V(-l,g-), wmax-y+2=0o= x. . ; « 12, Conica: x* +4xy+dy* +x+2p-2=0 este o parabold degenerati. Si se
22 4 s afle ecuatiile dreptei din care se compune conica,
] . +2y-1=0
g x -2xy+ 7 +3xe y—-4=0; i 5 Rispuns: .
5 2 _ h o : 42p+2=0
Raspuns: ¥* = —J_X \4"(16 l()' axa 2\ 2y + l— 0,a= .
13. 53 se arate ca ecuatia:  6x° — 40xy + 25y° - 20x+ 25y ~ 6 = 0 reprezintd
h) ¥% = 2p+ = 2x—dy+d=0; douil drepte paralele. Sa se scrie ecuatiile ﬁecarem din cele doud drepte,
R N A 4% 5y —6=0
. 23 37 T e y-
Y - e Iy — + 1= o= s & .
Reispuns: Y = > X, V(S, ﬂ), axa 2x -2y +1=0,a R - Réspuns: dx-Syr1=0"
7. Conica: 2x° +xp— 6y -Sx+11y~3=0 este o hiperboli degeneratd in b 14. 81 se determine K astfel incdt conica: 2x” +5xy —3y” - 23x+8y +K = 0
doui drepte. Si se afle ecuatiile acestor drepte. N sit reprezinte doud drepte §i 53 se giseasci ecuatiile [or.
. ¥+2y-3=0 Réspuns: Kel] |ZX7Y =10 '
ﬂ&ph’”&. 2% = 3_}} = 0 A CLSPHS. N - 3y N I 1= 0
- 8. Si se arate ci ecuafia: 5x° + 2xy+2y - 6y+6 G este ecuatia unei elipse 15. Sii se discute natura conicelor: -2x* + 2muy+ 3y ~8x -9y +6=0, m fiind
T , ~degenerati-inrdomidrepte imaginare. . o . 5 uit parametsu care variazi de la - 18+, Daci se abjin conice cu centru, 81 se afle
i i . 7+413 X4 7-J13 Yl ile0 o B locul geometric al centrelor lor.
dipuiis. ) 5 L REE . = Réspuns: Locul geometric este hiperbola 4x® - 6y* —8x+3y =0,
9. Se di conica; 7x*+6xy—y* + 28 + 12y +28 = 0. 58 se precizeze natura 16. Si se discute natura conicelor:
conicei §i si se reprezinte grafic. __ (o~ + 2y —{a+ Uy v 2ox+28 y-{a+1) =0
+y+2=0 interpretind parametrii o, f drept coordonate in plan,
Riéspuns. Hiperbola degenemta i 1 .
Tx .V +14=0 _ o Réispins: A=+ l)(nn2 +p7 - E}’ 8= —(‘12 +B* - 1)r =2,

10. 5% se arate ci ecuatiile:
: 13 Discutie: ) o +B* =1, 5= ia=-1, A= 3 5
8) X' -2xy—2y —dx—Gy-——=0: scutie: a) o ’+E3 1, o, .paraimla, a=-1, .A 0, parabola degenerati;
_ 3 bya? +B ~1>0, &<0, hiperbold; o =-1, hiperboli degenerats,
cya® +f* -1<0,8>0, clipsh;a=-Isae o +p* =1/2, efipsi degeneratii,
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17, S& se afle polul dreptei 2x-3y-7=0 fata de conica de ecuatie:
Ik - 2xy+yF —6x+2y-3=0.

2 13
Raspuns: (5,—-3-J

18. 5i se afle polara punctului A(3,-2) fatd de conica de ecuatie:
X - 3xy 4+ 2y - x+2y-3=0
Raspuns: 11x-15y-13=0.

19. 54 se scrie ecuatia polarei punctului M(1,2) in raport cu conica:
X422y -y 4+ -Sy=0
si apoi si se affe polul dreptei x+y-1=0 in raport cu aceeagi conica.

Respuns: 9% ~Ty-7=10, A(— %,_2) )

20. $3 se scrie ecuafia tangentei la conica:
e dxy -y -3x—2y+4=0
in punctul M(1,2}.
Raspuns: 5%-3y+1=0.

21. 53 se scrie ecuatiile tangentelor la curba;
% -2y —Sx+4dy+6=0
in punctele ei de intersectie cu axele de coordonate,
Riispuns: 5x+8y-24=0, In A(0,3),
5x-8y-8=0, in B(0,-1),
x-4y-2=0 tn C(2,0),
x+dy-3=0 in D{3,0).

22, S& se scrie ecuatiile tangentelor la conica:
X +xy +yi+2x43y-3=0
paralele cu dreapta 3x+3y-5=0.
Rispuns: 3x+3y+13=0, x+y—-1=0. .

23. Sit se determine parametrul real m astfel Inciit dreapta:
) 2x-y+m=0
sl fie tangent3 la conica:
X —duy+y’ - 2x+4y-3=0
Réspuns: {m‘ =9, M{12) .
m, =~4, M,={1-2)
24, B3 se scrie ecuatiile tangentelor duse din punciul Me(3,4) 1a conica: -
. —4xy+yi-2x+6y-3=0
Rispuns: Tx-2y-13=0,
x~3=0.

25. §i se stabileasch ecuatia tangentelor paralele cu a doua bisectoare a axelor de
coordonate la conica de ecuatie:
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X4y -2x-y-1=0.
27
5

Raspuns: ¥y =-X+

26. Sil se serie asimptotele conicei:
X2 -3y + 2y —dx+ By ~ 3=0.
Rispuns: xy-1=0 gi x-2y-3=0.

27. S se scrie ecuatia axelor conicei:
5x? - 20xy - 10y + 30x +16=0
Raspuns: 2x-y+3=0,
x+2y-1=0.

28. Se d# conica:
(x-2y -1 +(2X~y+1P =9
Sa se afle diametrele conjugate a ciror coeficienti unghiulari satisfac relatia:
m,-m, =1
Riispuns: x-2y-1=0,
Zx-y+1=0,

29, Se di conicu:
X? - 3xy - dy? +6x -y +3=0.
a) S# se scrie ecuatia diametrului care trece prin punctul M{1,0);
b) S se scrie ecuatia diametrului care este paralel cu dreapta:
2x+2y+1=0.
Réispuns: a) dx+19y-4=0,
b} 5x+5y+7=0.

30, Prin punctul A(1,-2} este dus un diametru al conicel:
-2y + By +dx+dy-4=0.
S se scrie ecuatie ecestui diametru, precum i a diametrului siu conjugat.
Rdspuns: x+2y+3=0, Tx-Sy+2=0.

31. 54 se determine dlametn con_]ugap ai conicel:
—Bxy+ 57 - 4% -6y +10=0
care fac intre ei un unghi de 45{’.
Raspuns: 3x-3y-2=05i 2y-5=0 sau
6x-12y+11=0 5i Ix-y-7=0.

32, 8 se scrie ecuatia conicei ce trece prin origine §i care are perechile de
diametri conjugati:
x-3y-2=0, 5x-5y-4—0 §i respectlv
5y+3=0, 2x-y-1=0,
Raspuns: X*-xy-y*—x-y=0.

33. Si se giseascd mijlocul coardei tiiate de conica:
2x? +4xy + 3y -3 -3y =0
pe dreapta;
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x+3y-12=0.
Réspuns: A{-3,5).

34. 54 se determine focarele §i directoarele conicei:
-y - 2%+ Ay -8= 0.
Raspuns: Fi{-1,2), F23,0), (D)) 2x-y=0, (D7} 2x-y-2=0,

35. 53 se scrie ecuatia generald a conicelor care trec prin punctele A{-4,0), B(D,2),
C(3.0), D(D,6) si sa se arate ci toate aceste conice sunt hiperbole echilatere. Si se afle
locul geometric al centrelor lor.

Réspuns: (x-2y+4) (2xty-6) +mxy = 0. Locul geometric: 2(x*+y*} + x -8y = 0.

36. Se consider3 conica:
3 - Axy -~ X+ dy+7=0
a) 54 se stabileascd tipul conicel, s se reducd la forma canonicd si s3 se
reprezinte grafic;
b) S se serie ecuatiile asimptotelor;
¢) Si se scrie ecuatiile axelor;
d) S# se scrie ecuafia diametrului conjugat dreptei:
2x-y+8=0
in raport cu conica, data.
Raspuns:

a} Hiperbola -2%;-%— E=0, CLI B)3x—dy + 120, s~ 1=0
C)x+2y-3=0, Ix-y=-1=0;d)x+2y~3=1

37. Se di conica;
Bx? - xy -yi—10x+ 8y +5=0

a) 84 se stabileascd natura conicei, .

b) 53 se scrie ecustia diametrului conjugat primei hisectoare i 3 se arate ci
locul geometric al punctelor M ale ciror pelare in raport cu conica dati trec prin
arigine este o dreapti (d) paraleld cu o asimptotd a conicei; .

¢} Prin erigise, se duce o paraleli la a doua asimptotd, care intilneste dreapta
(d) n punctul P i curba i N. S se arate ¢ N este mijlocul lui OP.

Raspuns: x) Hiperbold, b) 11x-3y-3=0 (diametrul conjugat), 2x0-ye-2=0 (locul

. 2 6 1 3
egmetric); ¢ P[—,——), N(—,—w).
g etric); ¢} i ri

38. Se da familia de conice:
. 3%7 - 2mxy + 3y7 Hdx 4+ dy +4=0.
) 58 se afle Jocul geometric al centrelor comicelor din familie §i s se
reprezinte grafic;
b} $& se afle conicele din familie, degenerate;
¢) 84 se aducii la forma canonic si si se reprezinte grafic parabola din familie.
Raspuns: a) (x-y} (3x+3y+2) = 0, doui drepte concurente;
b) m =-3 doud drepte paralele, m = doui drepte imaginare;
¢} m=3 parabold, Y* = -—iX,V(— l.»mi).c: = %,cu axa x-y=0.
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39. Fie o familie de conice:
P+ 2myy +y? ~2x—-dy+4=0
unde meR.

a) Si se discute natura conicelor dupi valorile parametrului m;
b) In cazul comicelor cu centru si se determine locul geometric al centrelor

familiei
de conice.
R&spu}w: a) A=-(2m-1)*8=1~m’. Dack m #%, conice nedegenerate i
anume : me(-1,1), elipse; me(-wo,~Tho(1,00), hiperbole; m=+1,
imrabole. Daci m= % se obfin dou? drepte imaginare.

b) Locul geometric este hipesbola x* ~y? - 2x+2y = 0.

40. Se considerd fascicolul de conice:
R 3x2w2mxy+3y2+4x+4y+4=0,
m fiind un parametru, Se cere:
a) Si se determine natura conicelor;
b} 84 se reducd la forma canonici si si se reprezinte conica din familie pentra
m=5;
c) In acest caz 58 se stabileasci:
- ecuatiile axelor;
- ecuatiile asimptotelor;
- ecuatia polarei punctului A(4,2) in raport cu conica;
- ecuafia diametrului conjugat primei bisectoare a axelor de coordonate.
2 2
Réispuns: ) A=—4(m+3)m-1,5=9-m*:b) XT - le -1=0,C(1,1);
claxe x +y-2=0,x-y=0; asimpmte:Sx-y-i=0, x-3y+2=10;
" polara x-3y+4=0; diametry conjugat: x +y-2=0.
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CAPITOLUL VII

SUPRAFETE CONICE, CILINDRICE $I DE ROTATIE
§ 1. GENERAREA SUPRAFETELOR CONICE

Suprafata conicd este suprafata riglotd generatd de o dreaptd variabild (g),
numitd generatoare, ce trece printr—un punct fix V(z,b,c), numit verfid conului, §i se
deplaseazd sprijinindu-se pe o curbi fixi (), numitd curda directoare.

Fie

Fr,y.2)=0
3 R
G(x,y,z}=0
curba directaare. O dreaptd carecare care trece prin V{a,b,c) are ecuatiile:
x-a b z-e o :
(£) oA YRR LI w4t 20,
! mn "
Daca presupunem ci nz0, implrfim numitorii lui (g} la n §i notim ! =2, 2 H,
n n
ecuatiile generatoarei devin:

R R |
Condifia ¢a generatoarez si se sprijine pe curba directoare revine la asigurarea
compatibiliti}il sistemului:
x~-a y-b
=

=z-¢
H

Flx,y,2)=0

Gx,y,2)=0

Se elimind x,y,z din 3 dintre ecuaiile sistemului, in functie de & g p, §i se inlocuiesc
in cea de-a patra ecuatie obiindndu—se conditia de compatibilitate: ©(4,1)=0.
Inlocuind in corditia de compatibilitate A 5i 1 cu valorile date de ecuatiile lui (g) s¢

. . x~-a y-b . '
obtine ecuatia CD(M::?,y—C) =0, care reprezint ecuatia conului generat.

-

; L Sise scrie.ecuatia suprafetei conice cu virful in V(0,-,0) si curba directoare
X +y'+z2=a2, y+z=s, a>0.
Solufie: Generatoarea conului este o dreaptit ce trece prin punctul V gi se sprijin pe
curba directoare datd, O dreapts de directie arbitrari ce trece prin V este dotd de

12

ecuatiile: x=Az, y+a=pz . Conditia ca aceastd dreaptd sfi se sprijine pe curba directoare
{adica dreapta §i curba directoare si aiba un punct comun), este ca sistemul:

x=Az
yra=pz
ayertea
yrr=d
s3 fie compatibil, Conditia de compatibilitate se obtine eliminiind pe x,y,z din acest
. . 2a
sistem. Deoarece y=Lz-a, din ultima ecuatie a sistemulut se obtine: z= Pt
. 2ai ag-da . . , .
Rezultd x = si y= . Cu aceste valori ale lui x, v, z, a treia ecuafie a
#rl g+l

sistemului devine:
4a* R (gu-a)t  Ad s

7 4 -+ -=a,
() (e (ar))
gau A*-j1+1=0 (conditia de compatibilitate). Deci dacd A st verifica aceastil relatie,
atunci dreapta datd de ecuafiile x=Az, yta=uz genereazi prin deplasarea ei in jurul
punctului V, sprijinindu-se pe curba directoare, un con, Ecuafia conului se va obtine
elimindnd pe & i 1 intre ecuafiile:
x=A

y+a=pz
B —p+l=0

. x +a
deci este: —— ZVE 1120 sau x5 2-(y+a)z=0.

- o
z &

2. i se scrie ecuatia conului cu varful V(1,1,1) §i curba directoare x>+ y'—4=0,
=0, . . ) ;
Raspuns: ¥+ y'-222xz-2yz+82-4=0.

- 3. Si se scrie_ecuafia conului cu véarfiul in V(0,0,h), h=0 si curba directoare
lemniscaia : (£*+y*Y—a*(x*~y")=0, z=0.
Raspuns: vy Y=al(x*—y") ()",

4. 84 se scrie ecuatia conului ca varfil V(0,-a,0) 5i curba directoare x*=2py, z=h.
Rispuns: “Wx=2pz(h(y+a)-az) .

5. S se scrie ecuatia conului eu varful V{0,0,0) 5i curba directoare y=ax, z=a,
azl.
Riispuns: Xy

--‘2' 6. Si se scrie ecuatia conului cu virful V(3,-1.-2) §i curba directoare K+ y-
z=],
xyte=0. S .
Raspuns: 3x5y +HTe—Gxy+10xz-2yz-dutdy—dzd=0.
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7. Si se scrie ecuafia conulai cu virful V{0,0,0) si curba directoare elicea

x=acost, y=asint, z=kt, t e(ﬂ,%), k>0

Raspuns:  az—kyx® +y* zm:tgi =

X

8. & se scrie ecuafia conului cu virful V(-3,0,0) i curba directoare 3x™+6 y—
z=0, x+y+z=L
Réspuns:  3(x-3y-3z+37+96y"—4z(x-+y+z+3)=0.

9. S& se scrie ecuatia conului cu varful V{a,b,c) §i curba directoare 9x*+ 16y*~
1=0, z=0.
Réispuns:  Haz—cx)*+16(bz-cyy~(z-c)’=0.

10, §i se scrie ecuatia conului cu virful Vi(a,b,e), ¢ # 0 §i curba directoare x* +
¥V -R=0, z=0.
_ Raspuns:  (az—cxy+(bz—cy)*-R¥(z-c)*=0.

11. 53 se scrie ecuafia conului cu viirful V(0,0,c), ¢ = 0 si curba directoare

4 2

oy

— +>5 =1, z=0.

a b £
ey o)
R D A T =0
dspuns: 5445 =

12. 84 se scrie ccua;xa conului cu vérful V(0,0,8) §i curba directoare y*=4x, z=0.
Raspmfs 2y +xz-8x=0.

13. Sa e serie ecuapa conului cu varful V(0,0 0) gi curha directoare x™+ y+{z~
5P=9,z=4,
Raspuns:  2x™2y5-=0.

14. S se scrie ecuatia conului cu varfil V(0,0,0) si curba directoare x* = Y.
xty+z-1=0
Raspuns:  X*-yey(xtz),

15. S se serie ecuatia conului cu varful V(2,0,0) §i curba directoare x —22+1 =0,
y-z+1=(0.
Raspuns: % +y —2*=0,

16. S se scrie ecuatia conului cu varful V(0,0,0) §i curba directoare y'—x=0,
Aut3yt+2z-1=0,
. Respuns: v 4y —3xy~«2xz-0

17. 83 se scrie ecuatia conului cu vérful V{0,0,2) 5i curba directoare cereul x*+y*—

2x-6y-1=0, z=0. S& se arate cii suprafajs conich gisiti este intersectatd de celelalte
doud plane de coordonate dupa hiperbole.

Raspuns:  xt+ayt—g +xz+12yz-8x—24y+4z—4=0; Hiperbolele au ecuatiile:
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4y —z'+12yz—24y+4z-4»~[} x=0; 4x2— 2+4xz»~83+4z-4“0 y_o

18. Sii se scrie ecuatia conu[m cu varful V(a b c) c= 0 st curba dlrectoare y —
2px=0, z=0,
Raspuns: (bz—cy) ~2p(az-cx){z-c)=0,

19. Si se scrie ecuatia conului cu vérfil V(—l OD) circumscris’ pamhnlmduius'
eliptic 2y*+z*=4x.
Solutie: Generatoarea conului este o dreapti ce trece prin punctui V 5i este tangenta
paraboloidului. O dreapid de directie arbitrari ce trece prin V este data de ecuiiile
x+1=hz, y=pz. Condifia ca aceastd dreaptd si fie tangentd paraboloidului este ca
sistemul;

x+1=4z
Y=z
2y'+22=4x

si aibd o singurd solutie, Deoarece x= Az—1 §i y=pz., ultima ecuatie a sistemuiui
devitte (2p°+1)2’—4Az+4=0, Aceasti ecuatie trebuie si pibil o singurd solutie, deci
trebuie ca A=4A1—4(2)P+1)=0 san A2-2p"1=0.

Daci A §i 14 verificd aceastd relajie, atunci sistemul considerat are solufie unici.
Ecuaia conului se obtine eliminénd pe A si 1 intre ecuatiile:

x+1=Az
Y=z ,
-2 —-1=0

deci este: w - 2(‘:—] ~1=0 sau (x+1)-2y-2=0.
z .

20, Si se scrie ecuatia conului cu viirful V(0,0h} circumseris paraboloidului

L XY
— = 22.
eliptic p +b'

2 2
Raspuns: (2 h)2 + 21{"—2 + z—J =0
a .
21. S& se scrie ecuatia conulul cu varfil V(0,2,0) circumseris sferel Xy
o=k’ 2.2 2,2 2
Raspuns:  {{y-a)ycz)—(x sz +(y-a) ) (a"+c 2 R)H=0.
22, Sk se scrie ecuatia conului cu varfil V(0,0,0) 5i tangent sferei x*+y™+2"—2ax~

2ay-2azta’=0.
Riispuns:  xytxztyz=0.
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§ 2. GENERAREA SUPRAFETELOR CILINDRICE

Suprafata cilindrici este suprafafa riglad generatd de o dreapti va-xriab'i!ﬁ {z),
numiti gereratoare, ce se deplaseazd riménind _ paraleld cu’ o direciie fixd

d= (/,m,n) st se sprijing pe o curba fixd (1), numitd curba directoare.

: F:ie () {F{x,y,z) =0 curba directoare. O dreaptd care trece prin 0(0,0,0) st este

Gix,v,z)=10
- . x y z -z =0
paraleld cu d = ({,m,n)are ecuatiite:  {d) T=mon sa {ny—mz Y
: m-lz=4
Generatoarea va fi o dreapta paraleld cu (d) ale carei ecuafii sunt: {g) {?U’”’ﬁz =
Conditia ¢a generatoarea si se sprijine pe curba directoare revine la asigurarea
compatibilititii sistemului:

me—lr=4
ny—mz=xu
Flx,y,z)=0

G(x,y,2) =0 )
Se elimind x,y,z din 3 dintre ecuaiile sistemnului, Tn functie de A §i p, §i se inlocuiesc
in cea de-a paira ecuafie ‘obtindndu-se conditia de compatibilitate: O{A,u)=0.

fnlocuind in conditia de compatibilitate & §i |t cu valorile date de e{:ua}ii!e lui (g) se
obiine ecuatia ®(px — Iz,my — mz) = 0, care reprezint? ecuatia cilindrului generat.

1. S se scrie ecuatia cifindrului cu generatoarele paralele cu dreapta (d) x+y=0,
z=0 §i curba directoare (C} w2yt-r=0, x-1=0. : .
Solutie: Generatoarea cilindrlui este o dreaptd paraleld cu dreapta {d) §i se sprijini pe
curba {C). Orice dreaptd paraleld cu (d) este datd prin ecuatii de forma x+y=A §i z=)L
Conditia ca o astfel de dreapti si se sprijine pe curba (C) (adica dreapta gi curba si
aiba ur punct comun) este ca sistemul:

x+y=4
=g
¥t -2y'-z=0
x-1=0

si fre compatibil. Conditia de compatibilitate se abine elimindnd. pe x, v, z din acest
sistem. Deoarece x = 1, y=A-1,2z= i, din a treia ecuaie & sistemului se obtine:
1-2(A=1)*-=0 sau 2224} +p+1=0 (conditia de compatibilitate).

Deci, daci X §i p verificd aceasta relafie, atunci dreapta x+y=A, z=u genercazii, cind
se deplaseazd paralel cu ea Insisi §i se sprijind pe curba (C), un cilindru. Ecuatia
cilindrului se obtine elimindnd pe A i | intre ecuatiile: S

x+y=24i
=i
222 -4+ pu+1=0
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deci este: 2(x+y)—4(cty)+z+1=0, sau 2x24-2y2-€~4xy—4_x—-4y+z+1%0.

2. Sit se scrie ecuatia cilindrutui co génémtdzsrele paralele ca dreapta (d)
xty+z=0, x+2y+3z=0 gi curba directoare x™+y*+2%-2=0 §i y=0. R
Respuns: 2% +y* +22° +2xy +2yz -4 =10

3. Sa se serie ecuatia cilindrului cu generatoarele paralele cu dreapta de directie
(3. 4, 5) si curba directoare x*+z°-2x-4z= 5i y=0.
Raspuns:  (4x-3y)+H(42-5y)’~8(4x-3y)-16(4z-5y)=0.

4. Si se scrie ecua.;ia' cilindrutui cu generatoarele paralele cu dreapta de directie
(3, 4, 5) §i curba directoare y'—z’-1= 5i x=:0.
Rispuns:  (3y—4x)'—{3z-5x)"-9=0.

5. 83 se scrie ecuatia cilindrului o generatoarele paralele cu dreapta {d}
x-1 y z+1 | . 2
S =37 st curba directoare (C) xy=a“, z=0.

Rspuns: (x+22)(y+3z)zaz.

6. S se scrie ecuatia cilindrutui cu generatoarele paralele cu dreapta (d) x=y=z si
curba directoare {C) x =y*, z=0.
Retspuns:. . (y—z)'=x—z.

7. §ii se scrie ecuatia cilindrului cu generatoarele pérﬁ]ele cu dreapta de directie
(1.1, 1) 5i curba directoare Zx+y-d4z=0 §i x*+y*+2*=a’.
Réspuns: {3x+y—4z)2+(2x-i-2y—4z)3+(2x+y_32}2ﬂ32_

8 Si se scrie ecuafia cilindrului cu generatoarele paralele cu dreapta (d)

S . .
e = =—— = =~ gi curba directoare cercul (C) xHy?=23, Z=0.

g (s3] +[5-3:) -
157 -z -_Z = .
aspm. 5 y=3 . |

9. Si se scrie ecuatia cilindrilui cu generatoarele paralele cu drespta {d)
x y z . 2
15273 si curba directoare parabola {C) y=4x, 2=0.

.Rdspams: (By-22)*-12(3x—2)=0, .

10. Si se scrie ecuatia cilindruiui care trece prin curba: (= D) +{y+3 Y +{2-2)"=25,
xty-2=2 si are generatoarele paralele cu: .
a) axa Ox; : C
b) dreapta de ecuatii x=y si z=2. .
Raspuns:  a) 2y +22'—2yz+12y-10z-3=0;
: b} x*hy 3z 2xy-Bx+8y-8z-26=0,

11. S% se scrie ecuatia cilin_‘dmtui cu generatoarele paralele cu dreapta (d) x=y=z
si curba directoare (C) x° +y’—a'=0, z=0.
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Raspuns: (x——z)l-f-(y—z)zwaz.

12. S# se scrie ecuatia cilindrului cu generatoarele paralele cu axa Oz 5i curba
directoare (C) x% + y2-4x+ 2y—4=0, z=0.

Raspuns: <P +y*—4x+2y—4=0.

13. §3 se scrie ecuafia ctlmdmlu; cu generatoare[e paralele cu dreapta de direcjie
(2,1, 2} §i curba directoare ¥ +y*+2—1=0 §i 2x-3y+z=0.
Raspuns:  Tx>+36y5422%-28xy-8yz-3=10).

14. 52 se scrie ecuajia c:hndrulus cu generatoarele paralele cu dreapta (d) x=y=z

si tangent sferei (8) (x-3)° +y*—z’~1=0.
Solntie: Generatoarea cilindrului este o dreaptd paraleld cu {d) si tangentd sferei. O
dreapti paraleli cu {d) este datii prin ecuatii de forma: x—y=A si x-z=p. Conditia ca o
astfel de dreaptd si fie tangentd la sfera datd este ca sistemul:

x—-p=24

x-z=p

(x~37 4?22 -1=0

si aiba o singura solufie. Deoarece y=x~A, z=x—(L, ultima ecuatie a sistemului devine:
(=3P (=AY H(x-11)"~1=0, sau 3-2(3H+)x+8+A =0, Aceastd ecuatie trebuie
s4 aibi o singurd solufie, deci trebuie ca A=(3+A+pY’=3(8+22+y*}=0. Duck & §i pt
verificd aceastd relatie, atunci sistemul considerat are solujie unici. Ecuafia cilindrului
se obtine elimindnd pe A gi u intre ecuatiile:

x-y=4
x-z=p ' .
@+a+p)’ =3B+ +p7) =0

deci este G-y rx-z)"-3(5+x" —2xy+y‘-i x-2xz+27)=0  sau (2%-y-z+3)*-
2 +y - Dny-Txz B0, -

15, Sa se scrie ecuatia eilindrului cu generatonrele para]ele cu dreapta (d) x~
y+z=0, 2xty-2z-3=0 c1rcumscns suprafe;et (8) My +0z7=1,
Respuns: (3x -+ 48y - 652) 2_146(=x" + 36y® + 6527 Bxz - 96yz -9 =

16. Si se scrie ecuatia cilindrului circumseris sferei 8) x2+y1+zzmi, stiind ca
generatoarea formeazi unghmn egale cu cele trei axe de coordonate.
Raspuns: (Zx-y 232yl 2xy—7‘(z—1) =0.

17. 5a se scrie ecuatia cilindrului care are ‘curba dlrecmare x—y1+z §i x=2z gi
generatoarcle perpendlculare  pe planul curbei directoare.
Raspuns: (2x+z)'“+25y w30(2x+z)““0

18. Si se scrie ecuatia cilindrului care are curba directoare x*-2x+y=0 i z=0 si

generatoarele pergendlculare pe planul xOy.
Réspuns:  x'=2x+y=0.
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19. Sa se serie ecuatia cilindrului care are curba directoare x~2y*—z"~9=0 §i 2=3
5i generatoarele perpendlculare pe planui x—dy+3z=0.
Raspuns:  (3%— z+3)'—2(3y+4z—i’7) 2..162=0.

§ 3. GENERAREA SUPRAFETELOR CONOIDALE

Suprajma conoidald sau conoidul este suprafata riglayd generatd de o dreaptd
variabila (g), numitd generatoare, ce se deplaseazi rimandnd parateld cu un plan fix
(3t), numit plan director, se sprijini pe o curbd fixii (), numitd curba directoare §i pe
o dreaptd fixa (d}.

Fie () Ax+By+Cz+D=0 st (d) { . Generatoares (g) fiind paraleld cu

planul (n), se gaseste intr—un plan (13) Ax+By+Cz+D=l 5 pentru i se sprijind pe
dreapta (d), se giseste si intr-un plen din fascicolul generat de (d). (n,) m=pmz .
=4

i, curba peneratoare are ecualitle: .
Deci, curba g fiile: (g) {ﬁ] = ur,

Fie (I {F(x'y'z) =0 curbz directoare, Conditia ¢a generatoares si se sprijine pe
Gix,y,z)=0
curba directoare revine Ia asigurarea compatibilitatii sistemului:
my=A
W = pm,
Flx,p,2)=0
Gx,y.2)=0 “

Se elimind x,y;z din 3 dintre ecuatiile sistemului, in funcfie de A §i 1, 5i se Tnlocuiesc
in cea de-a patra ecuatie obfindndu—se condifia de compatibilitate. (4, wy=0.

N . . 1 .
Inlocuind in conditia de compatibilitate A si 1t cu w3, respectiv cu ;1- se obfine

"

) zr - - . *
ecuatia ®(#,,—) = 0, care reprezinta ecuatia conoidului generat,
. . <

1 Shse scrie ecuataa conoidului gcnerat de o dreapti care se sprumu pe dreapta

x=2, y=0, este paraleli cu planul xOy si mta]ncste hiperbola (E-i) ——— =], y=2

Solutie: O dreaptil care se sprijiné pe dreapta x=2, y=0 i este paralela cu planui xOy
este. datd prin ecuatii de forma: x-2=ky, z=p. Conditia ca o astfel de dreaptd si
ntdneascd hiperbola dati este ca sisteraul:
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iSH,
¥ =z
-
4 g
y=2
si fie compatibil. Deoarece x=2+2X, z=u , din a treia ecuatie a sistemului se obtine:
24218 @ 2 iy .
(——5—)—%— =1 sau 9(1+AY-p*=9. (conditia de compatibilitate). Daci A si u

verifici aceasti relaie, dreapta x~2=ky, z=| genereazi In deplesarea sa conoidul.
Ecuatia conoidului se va obfine eliminind pe A si p. intre ecuatiile:
Clx-2= 4y
z=u
I+ Ay -4 =9

-2, . ,
deci este: 9(1 + YTJ ~z° =9, sau _9(x+y—2)2—zzy1—9y'—“~0.

2. 83 se scrie ecuatia conoidului generat dc 0 dreapta care se sprijind pe axa Oz,
este paraleld cu x+z=0 5i mtdlnegte cereul {C) x* -ry =1, z=0.
Raspuns:  (x+z) (x+y)=x’.

3. Si se scrie ecuatia conoidulu generat de o dreapta care este paraieia cu planul
xOy si se sprijind pe axa Oz sl pe curbz (C) v L2z49=0, x*~2z+1=0.
Raspuns:  2x°z-2x"2zyt+y'=0.

4. 51 se scrie ecuafia conoidalui generat de o dreapti care este paraleld cu planul
yOz i se sprijind pe axa Ox sl pe curba (C) 22-2x=0, 9y2—16xr0
Raspuns:  12Bxz*-81y'=0, .

5. Si se scrie ecuatia x.:or'midului'éenerat de o dreapti care este paraleli cu planul
z=0 i se sprijind pe axa Oz gi pe dreapta (d)} x=3, Zz=y+1. .
Rispuns:  3y=2xz-x.

6. Si se scrie ecuatia conoidului generat de o dreaptd care este paraleld cu planul'

xOy i se sprijind pe axa Oz §i pe dreapta (d) x—z=0, x+2y-3=0.
Raspuns:  xz+2yz-3x=0. '

7. $& se scrie ecuafia conoidului generat de o dreagta gare este paraleld cu planul
xHy+z=0 5i se spn]mi pe axa 0z si pe cercul (C) x=b, y 4ozh=p?,
~ Raspuns: b y2+(x2+xy+xz—i:lx—by) —a:‘x2

8. Si se serie ecuatia conoidului generat deo dreapta care este ;Jaraie]a cu pianut
7=0 5i se sprijind e dreapta x=0, y+z—a st pe ceroul (C)xz=g?, y=0.
Rasprns:  x4(z—a)+(y+z- a}z(z —a?)=0

9. Si ge scrie ecuatia conoidului generat de o dreaptil care este paraleld cu planul
z=0 §i se sprijini pe dreapta x=0, y=a §i pe parabols (P) 2 —2px=0, y=0.
Réspuns:  2{y-a)y+2apx=0.
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10, $i se scrie ecuafia conoidului generat ‘de o dreaptd care este paraleld cu planul
xQy, se sprijind pe &xa DZ 5i este tangentd sferei (S) X+ y2+z ~2Rx=0.
Réispuns: R332 (7 +y3)=0.

11. Sase scrie ecuajia conoidului generat de o dreaptd care se sprijing pe axa Oz,
se deplaseazi raminind perpendiculard pe aceasti axd j5i este tangentd sferei
(S) (x-a)'+ yH+2'=R%. )

Raspuns:. yH{a* 2RI+ x (z:-R%)=0..

12. 'S& se scrie ecuaia coneidului generat de o dreaptd care intersecteazh dreptele
x=0, z=a, 5t y=0, z=a, riménind para]ela cu planul Ax+By+Cz+D=0.
Réspuns: Ax(z+a)+By(z—a)+C(z -5%y=0.

13. Si se scrie ecuatia suprafetei generati de o dreaptd care se sprijind pe
x _— —————
drepte!e.i— RS U R I 5=y T
Réispuns. X"y —4z"—4=0.

§ 4. GENERAREA SUPRAFETELOR DE ROTATIE

O suprafatd de ra!a;ie este generatd de o curbd pland, numitd curba directoare,
care se rotegte in jurul unei axe, numitd ava de rotaie, dm planul curbei.

Flx,y,2}=0

Fie curba directoare (') {G(x 15)=0 i

. X=X Y- _I—Z
axa de rotagie (d) i .= panb i
Fiecare punct al curbei ('l") descrie un cerc (C) care poate fi considerat ca fiind
intersectia unei sfere (8), cu centrul pe axa de rotafie §i de razit variabild, cu un plan
variabil {r), perpendicular pe axa de rotaie, astfel fact cercul si intersecteze curba
directoare. Aceasta revine la faptul ci sistemul format cu ecuatiile cercului (C}
(x=x) + -y +{z-z) =1
K+my+nr=p _
impreund cu ecuatiile curbei directoare trebuie sa fie un sistem cbmphtibiL Eliminind
X, ¥, z, Tntre cele patru ecuafii ale sistemului:
(x-%)* H{y-¥o)? +(z-2)" =R
Ix+my+nz=p
F(x,y,2)=0
G{x,y,2) =0
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se chtine relatia: (A, 4} =0, conditia de compatibilitate. Inlocuind in conditia de
compatibilitate A §i 1 cu valorile date in ecuaiile cercului {C} se obfine ecuatia
generald a'rsup‘rafe;ei de rotatie; C[J[(x_— BV (- +{z mz;})z Jx oy + n::] =0,
1. S& se scrie ecuatia suprafetei penerate prin rotirea curbei (I} x2-2y2+22—5=0,
w2 +3=0 in jurul dreptei (d) x=y=z. S : T
Solutie: Fiecare punct al curbei (T) descrie, prin rotirea in jurul dreptei (d); un cerc al
cnui centru se afl# pe dreapin (d) si al cirui plan este perpendicular pe dreapa (d), Un
astfel de cevc poute fi considerat ca fiind intérsectia unei sfere cu centrul pe dreapta
{d), cu un plan perpendicular pe dreapta (d), deci va fi dat de ecuatiile; x +y +gt=),
x+y+z=)1. Condifia ca aceste cercuri s se sprijing pe curba (T} este ca sistemul:
' xPrytez=k S o
XN+ytz=p
-2y 42t —5=0

X+z+3=0

si fle compatibil. Deoarece z=—x-3 §i y=pt3, prima st a freia ecuatie a sistemului

2 "2 2 -
devisn: ) *“‘“2 +(x+32 =4 de unde rezulti prin scidere: 3(p+3)%=)—3
{x:—z(;x'+3)'+(x+3)'-5=0 P FAS,
conditia de compatibilitate. Ecuaia suprafetei obtinuta prin rotirea curbei (1) In jurul
dreptei {d) rezuitd din eliminarea parametrilor A §i 1 intre ecuatiile:
R R P e

: K 15 I =1-5
] este; 3_(x%yrifz+3)2=x?;fy2+zz—_5.

2 Sise scrie eclrafia suprafejei generate prin rotirea dreptei (d) x—y=a, z=0 in
Jurul dreptei x=y=z. R S
Respuns: 2Ax*+y*+20)(x+y+z)=a%

3. 54 se scrie ecuatia suprafetei gencrate prin rotirea dreptei (d) x=a, z = 5 ¥y in

j.uru.]a_xei(')z_,. . oo _ o

Raspuns: x___ —*7._2 I,
: a b

4. 54 se scrie ecuatis suprafetel generate prin rotirea dreptei (d) x=3z+10,
y+dzt5=0 in jurul axei Qz.

Riaspuns: "x*+y*-25(z+2)°=25.

5. 58 se scrie gouafia suprafetel generate prin rotirea dreptei (d) 5\:;—2 = % = g,
in jurul axei Ox,

Raspuns:  40(x-2)*-9y*-92=0,
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6. 5 se serie ecuafia suprafefel generate prin rotirea curbei (C) z=¢ © | v=0in
jurul axei Oz, -
Raspuns: == g
7. 5i se scrie ecuatia suprafejei generate prin rotirea dreptei (d) x+z=a, y=0 in
jurul dreptei x=a, y=a.
Raspuns:  (x-a)+{y-a)Y~z*a"=0.
v oz

. . . X3
8. Si se scrie ccuatia suprafetei generate prin rotirea dreptei (d) =375
J

n jural axei Ox. L.
Respuns: 13(x+3)"—y-2"=0.
x~7 y =«

9. 54 se scrie ecualia suprafeel penerate prin rotirea dreptei () T =5=-

injurst axel Oz
Raspuns:  x™+y 42" 400,

10. 54 se scrie ecuatin suprafefei generate prin rotirea drepiei (i) x-32-4=0,
y-dz+3=0 in jurul axei Oz.
Raspuns:  x'+y*=257°-25=0,

11 §i se scrie ecuafia suprafetei generate prin retirea dreptei (d) x=y=z in jurut
axei Oy. e
Raspuns:  x'-2y*+2’=0,

12. 54 se scrie ecuatin suprafefel generate prin rotirea curbelar:
*
a) (Cy) y2+z’=z12, x=0 ;

by (€ el
b ¢
e) (C5) i;—i,-q:o‘ x=0,

dy (Co) y~2pz=0, x=0,
in jurul axei Oz. .
Raspuns:  a) x'+y'-+z.1=i‘sz, sferd;

:

T, T
XTH+yT oz

b) =+ 2 — 1= 0, elipsoid,
b- [
¢ X';Y' - hiperboloid cu o panzi,
3 i

d) x™+y’-2pz=0 . paraboleid eliptic.

13. Sa se scrie ecuatin suprafetei penerate prin-rotirea curbei (C) y=sinx, 2=0 in

jural axei Ox.
Rasgrans: vizi=sin’x=0,

t4. 51 se scrie ecuatia suprafetei gencrate prin rotirea hiperbalei (H) xz=1, y=0 in
jurul axei Oz . .
Reaspms: x5+ y ) =1




15. S3 se scrie ecuafia supmfe;ei generate prin rotirea dreptei care trece prin
punciul A(2,1,0) s; are directia {1,1,0} ir juruf dreptei: x-z=0, y-z=0.
Rispuns: 3+ +z'=2(xy+xztyz)-1=0.

16. Si se scrie ecuatia naui con de rotatie care are trei generatoare ce coincid cu
axele de coordonate.

Réspuns: xy +xz +yz =0, cel ce se objine prin rotirea lui Oz in jurul dreptei
X=y=z

17. Fie cusba (C) x*y'=1=0, x-z-1=0. 5& se scrie:
a) ecuatia conuiui cu viirful in origine i curba directoare ),
b) ecuatia cilindrufui cu generatoarele paralele cu dreapta x = 2z, y = -z 5i curba
directoare (C);
c) ecualia suprufe;es generate prm rotirea curbei (C) in jurul dreptei 2+1=0, x=0.
Raspuns:  a) y *sz-z
b) ("z—x+”) Hcry-z-1=1;

C) _+y ‘r("i-l) =1.
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CAPITOLUL VIiI
CUADRICE
§1. SFERA

1. In fiecare din cazuri, si se scrie ecuafia sferei daci:
a) Sfera are centrul in punctul A(2,-1,-3) 5i trece prin punctul B(3,-2,1);
b) Punctele A(2,-3,5) 5i B (4,1,-3) sunt extremitafile unui diametru af sferei;
¢) Sfera trece prin origine si are centrul in C(4,-4,-2);
d) Sfera are centrul in origine §i este tangentd planului:
16x - 15y-122+75=0;
¢) Sfera este circumscrisi tetraedrului care are varfurile:
0(0,0,0); A(2,0,0); B(0,4.0); C(0,0,6);
f) Sfera trece prin punctele A(3,1,-3), B(-2,4,1), C(-5,0,0) si are centrul in planuk;
2x+ y z+3=0
Raspuns: a) (x- 2) +(yH1) 4 (z+3} 18, b} (x-3)' + (y+1) + (z 1y =21;
c)(x—4) +(y+4)’+(z+2) =36; d)x° +¥ +7#=9;
R HY - Oxdy-6z=0; ) {x-1F + (2 + (23 =49,

2. S se scrie ecuatia sferei cu centml-C(4,7,-2) stiind ci sfers
K+ y+ 2 -4 -12y + 36= 0,
este tangent interioard sf'erel ciutate,
Rdspuns: (%47 + (y- T + (z+2) = 25

-~ 3. 3 se scric ecuatia sferei care trece prin punctele A(1,2,3), B(3,-4,5) i are
centrul pe dreapta:
X+y+z=3
@ {Zx +3y +3z= 1T
Indicatie: Centrul sferei se obtine infersectiind dreapta (d) cu planul mediator al _

segmentului (AB)
Raspuns: X' +y* +2' -6x+2y-62+6=0

4. 8 se arate ci punctele A(— 3 —) B(50,5),C(0, 1,1} D(—%,—%,—é},_

E(6,-3,3) sunt situate pe aceeasi sferd. Si se scrie ecuatia sferei.
Raspuns: ¥ +y*+28-2x+6y-8z =0

5. S se scrie ecuatia diametrului sferei:
Xyt 42x.6y+ z-11=0
care este perpendicular pe planul:
' Sx-y+2z-17=0
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s+1 y-3 ZET
Respuny: lém = y_] = 2 .

[

18 8 se scrie ecuatia sferei care trece prin origine si prin cercul:

- . - D P aylazt =25
6. 83 se scrie ccuatia diametrului sferei:

KHyHL o x4 3yt oz-13 =0 2x -3y +5z-5=0
care este paralel cu dreapta: ’ 1. 2. 2 .
X+l y-5 z-7 Raspuny: 5" +y +2° - 10x +15y - 252 = 0.
2 TS Ty
g 11 5a se scrie ecuatia sforei care trece prin doud cercuri date:
i 3 j +27 =25 Yz =16
. R, Y, Zh, fy=2 “ly=3 '
Raspuns: e
2 -3 4

2

Raspuns: x° + (y+2)
7. 54 se scrie ecuajia Lzmu cere mare al sferei:

Xyt - [2y+ 36=0
al clirui plan este perpendicular pe dreapta:

[sty-3z42=0 §2. CUADRICE PE ECUATIA REDUSA
i.‘lxny-ﬁ-z—]:;o'

s ) . s 1. Si se determine curbele de intersectie ale urmatoarelor suprafete:
. X3y 42" —dx—~12y+36=0 : . Lz
Raspuns: . g Xy .z )
x+Ty +32-46=0 S a} Tﬁ"{)""'ﬁ;:i'
. N . Xy oz
8. Sise at]e centrul € si raza urmatoarelor cercuri; i b) TP ek
ﬁ{(x 3 7)‘—%(2-[)::100. : : oyt
a) : ' ' - €) e e e p 20
[xzyuco _ 40 16
b) { #y=7 12417 =36 4« i%t?.z.
3x-iy 2-9=0 s o . . S Xy
o X4y ez - Iy~ 62-6=0 ¢ T
2 -6y +3z-1=0 cu plancle de coordonate i 54 se schiteze prafic aceste suprafete.
Inddicagie | Peatru a obfine coordonatele centrului cercului se profecteaza centrul . . .
sferei pe p]anu[ cercuiut, P " o Z.wSﬁ se dete{miue curbele de intersectie ale urmatoarelor suprafete:
. . oy
Raspuns: 8) C(-1,2,3), 1= 8, b) C(1,6,0), r = 5; c)(.{ 75 7) =3, . SR a) T)“*?&"EE”L’
: b) X: ' y: Z-‘:
Tk T ey
9. 53 se afle ecuatia sferei care trece prm puactul A{0,-3,1} si prin cercul de 9 16 25
ecuyatii; : o __'_\'_—.¢¥;..—Z—-—-L
.{x’+y2=1ﬁ SR 916 25
2= 0 o TaX g
Indieatie: Ecuatia cercului se mai serie: x + Y +2' =16, 2=0, Sfera cllutatd se 4 :
ghiseste printre sferele fsciculului: _ _ ' ¢ © Yo
¥y +8 o 16+Az= 0, _ - le 25

Respuns, X+ ¢+ (2437 =25, - . . 3
cu phanele de coordonate §i 53 se schiteze prafic aceste suprafete.
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3. 51 se scrie ecuafiile generatoarelor rectiliniii ce trec prin punctul A(6,2,8) s5i se
afli pe hiperboloidul cu o panzi .

oy oz,
9 4 18 4
. x~6 y~-2 z-8
Rispuns: T =1 -0
X6 _y-2 _z-8
3 0 4

4. Si se scrie ecuafiile generatearelor rectilinii ce trec prin punctul P(7,0,0) si se
aflé pe cuadsica;

2 2 2

— = — =i
49 16 4 4
-7 v =z
R' s T2 e 23
ASPUILS. G 55T
x—~7_1ui
0 "2 4

PR
care sunt paralele cu planul: 6x +4y +3z-17=0.
Indicagie: Generatoarele determind, intr-un punct, planul tangent la cuadric.
Existii pe suprafatd doudi puncte: A(2,3,-4) 5i B(-2,-3,4) in care planele tangente sunt
paralele cu planul dat.

. y-3={ x=2={ x+2=0 y+3=0
Réispuns: . , . .
Zx4z=0 |dy+3z=0 |[dy+3z=0 |[2x+2=0

6. Se di paraboleidul hiperbolic:

S& se scrie generatoarele ce trec prin punctul A{2,-1,0) si cele care sunt paralefe cu
planul: x+ 3y +z -4 =10,

. z=0 x-2y=4 x-2y-4dz=0[x-2y+3=0
Réspuns: , , , .
x+2y=0 {x+2y-z=0 |[x+2y-1=0 "[5x+10y+42=0

7. 84 se arate cii punctul A(1,3,-1) se afl3 pe pambolmdul hiperbolic: 4% - =y
§i 5 se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ce trec prin A,

Reispuns, _..iml y-3 2+l x-1_y-3_z+l

8. S& se scrie generatoarele rectilinii ale paraboloidului:

x* i
16 4
care sunt paralele cu planul: 3x + 2y -4z =0.

Réspuny, 3‘;—2=E= zx-d_y+2 z

-
L

9. 53 se determine unghiul o format de generatoarele rectilinii ale suprafetei:
R
94 16
ce trec prin punctul A(6,-2, -8).
107
Réspuns. cosa = .
3 5545

10. 8% se arate cii punctul A(-2,0,1) se afli pe paraboloidul hiperbolic:
} £y

4 9
§i 5 se determine unghiul ascutit o ficut de cele dond generatoare ce trec prin A,

-
Z

Réspuns. cosa = ﬁ .

11. Si se determine unghiul ficut de generatoarele rectilini: ale suprafefei:

ol - =y
ce trec prin punctul A(G,-1,1).
22
cosa =
Raspuns: TR

§ 3. CUADRICE PE ECUATIA GENERALA

1. Sasereducila forma canomca cuadrica;
7% + 6y + 52° - dyz - dxy - 6% - 24y + 18z + 30 = 0
scriind g relatiile de transformare a coordonatelor,

2 2

2 2 _
Raspuny: X—+Y—+Z—= 1, elipsoid; x=w+ I,
2 1 2 3
3
2X-Y-2Z 2X+2Y+Z
y= 3 +2, z= 3 -1

2, 5i se aducd la forma canomca ecuatia cuadricet
x +3y‘+4yz Ox+8y+8=0
scriind si relatiile de transformare ale coordonatelor.
Raspuns: X* +4Y* - Z* =1, hiperboloid cu o pinzf; x=X +3,
T Y422 - +Z

VT T

3. Sa se precizeze natura cuadricei §i si se reduci la forma canonici:
-2y + 22+ axz+ 4y -5=0,

-2,

Réspuns: 4% -2Y? 4. 4Y 4 5=0, cilindru hiperbolic;x = XV%Z ,
X+Z
=Y, z= .
! 7

Saw
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4. 54 se reduci la forma canonic ecuatiile cuadricelor:
a)4x +5y + 625 - dxy + dyz+ dx + Gy +dz-27 =0,
b)Sx -4yt lIz~24yz—iUx-E5 0. .
c)2x +2y" + 32 +dxy H2xz+ Tyz-dx+6y-2z+3=0;
;7 yz xz+22 2;
e)x 2; + 2P+ 4y - sz dyz - 1dx -4y + 14z + 16 =0,
Dy -z +4xy 4xz -3 =0
gy 4x7+ 2yt + 328+ dxz - 4yz+8x 4y +8z =0,
Raspuns: a) 25 + 5y° + 82° - 32 = 0, clipsoid; b) x*+ YV -dz7-4=0,

h[perbo]mri cuopzmza ) 2%+ Sy - 52z =1, pambolmd e[lptlc
4+ - 77, + 2 =0, hiperboloid cu doun pzsnze )X +y 22 =0
con, f) x* -¥* =1, cilindmu hiperbolic; 2) x¥ +2y" =2 cilindm cliptic.

1

130

" CAPITOLUL IX

ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFERENTIALA
A CURBELOR PLANE

§1. TIPURI DE ECUATII ALE CURBELOR PLANE

O curba in planui (xOy) poate fi data prin:
1.1. Ecnatia carteziani explicith: y=f{x), xeR.

Exemplu:
y =, xeR {parabold).

1.2, Fcualia carteziand implicitd: Fixy) =0

Exemplu:
A

0 ~1= 0 ( elipsd)

mNI =

sau
v =R (cercnl cu contral in origine i de razd R),

1.3. Ecuatii parametrice; {ﬂ = xft). _—
y=¥il)
Exemplu:
N = Heost o
y = bsint’ te]02x]  (efipsd)
sal
{xzi{cust o - .‘ '
y = Rgint’ tei0,2n]  (cerced cn contrul in origine §i de razd R ).

1.4. Ecuatia in coordonate polare. p= piB). unde p esie raza vectoare, & -
nnghiud polar iar

{x = pc‘osﬁ LBelcR.
= psind

Exemplu: p =R, (cercul eu centrul in origing i raza R ).

.y‘

figura 1




2.3 CARDIOIDA.

Cardioida este epicicloida In care cele doud cercuri au raze egale:

x*+y? +2ax=2ayx? +v®  (ecnagia carteziand implicitd),
p = 2a(l-cos §) (ecuatia in coordonate polare).

§2. CURBE PLANE REMARCABILE

2.1 CICLOIDA.
Cicloida este curba descrisd de un punct de pe circumferinge unui cerc care ruleazi,

y.l

fard si alunece pe o dreapti fixa.
Ecuatiile ei perametsice sunt:

{x= aft —sint) . E[O 23]

y=a(l~cost)’
S
&y X
a a figura 4
@ x o 2.4 HIPOCICLOIDA,
o Hipacicieida este curba descrisd de un punct de pe circumferinta unui cerc care
figura 2 . ruleazi, fird sf alunece, pe un alt cerc fix, cercurile fiind interioare.
Ecuatiile parametrice sunt:
2.2 EPICICLOIDA. x=(a-bcost+ beos il b ¢
: . tel02=x]
o . . a-b E[ TC]
y={a~b)sint-bsin t

Epicicloida este curba descrisd de un punct de pe circumferinta unui cerc care

ruleazi, fird s alunece pe un alt cerc exterior, fix. b
Ecuatiile ei parametrice sunt: _ ] y 4
' a+h
x =({a + h)cost — bcos 0 t :
. teftan] @
. _a+b E
y=(a+b)sint - hsin 5 t ‘
. >
:. x

figura 5
e 2.5 ASTROIDA,
' Astroida este hipocicloida cu patru ramuri simetrice. In acest caz raza cercului

mobil este a patra parte din raza cercului fix.
Ecuatiile parametrice sunt;

figura 3
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3
X ucos t
[ o te[O,Z:t},
y=asin’t )
Ecuatia impliciti:
X 4+y? =g’
y A

figura 0

2.6 SPIRALA LUI ARHIMEDE.

Spirata lui Arhimede ia nagtere prin deplasarea unui punct cu o viiezd uniforma pe
o semidreaptd in timp ce semidreapta se roteste in jurul unei extremitati fixe cu o vitezd

unghiularé constanta.
Ecuatia ei In coordonate polare este-
p= ki, k).

figura 7

2.7 LEMNISCATA.

Lemuniscarr este locul geometric al punctelor luate in asa fel, incdt. produsul
distantelor Iz deudl puncte fixe si fie constant si egul o pazlmul Jumiagi dlmngel intre
cele doud purcte fixe.

Ecuatia ei in courdcmme pohre este:

p’=2a" cos 26, O < [0,2n]

Ecuatia implicita:

(e y =2 (8- V),
Ly

figura 8

ALTE CURBE PLANE

2.8 LANTISQRUL.

% X
¥ o= [c e =J saL yxachl,a>0.
a

a
2 -

yA

o

figura 9

2.9 FOLIUL LUI DESCARTES.

Ecuatiile parametrice sunt:

3at

3
Ht, ,teRax0
_ at”

1413

Ecuatia impliciti:
’ +y - Faxy=0.
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2.11 STROFOIDA. .

2.10 CURBA LUI GATISS.

Ecuatia explicitd este:

Ecuatia carteziani:

y= e, xeR.

figura 12
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§3. TANGENTA SI NORMALA LA O CURBA PLANA

1. 58 se scrie ecuatiile tangentelor si sormalelor la curbele:;
a) y=x". in punciele A,B de abscise 0 i 1;

b) vy =sin x, In punctele A,B de abscise 0 §i —725

Solutie: Fie o curbi (C) de ecuatie:
C)y=Rx)

st punctul Mi{x,,y;)} de pe curbi. Daci functia f este derivabild intr-o vecinitaie a
punctufui x;, atunci ecuatia tangentei la (C) in M, este:

vy =)= -x) (1}
iar ecuatia normalei este:

1

Y=y = f'(X.)(x %) )

2) Pentru curba y = x* gisim A(0,0) si B(1,1) iar £'(x) = 3x". De aici in punctul A,
£'{(0y =0 si respectiv in B, ['(0) = 3. Inlocuind in ecuatiile {1} 5i (2) se obtine: s punctul
A:y = 0, tangenta, respectiv x = 0, normala iar in punctul B: 3x-y-2 = 0, tangenta,
respectiv X + 3y - 4 = {0, normala.

b) In punctul A: y = x §i y = -x, sunt tangenta §i respectiv normala iar in Bry = 1,

. . T
tangenta gt respecilv X = E, normala.

2. S& se scrie ecuatiile tangentelor i normalelor la curbele:

3.3 . Ja 3a
a)yx” +y -3axy =0, mA—Z—'E;

W+ v )x-ay' =0, in B(%%J .
Solutie: Fiind datd curba (C) prin ecuatia:
) ©) flxy)=0,
ecuatia tangentei in punchil My(x,,y,) situat pe curbi, in care functiz f are derivate
partiale de ordinul intéi si care nu se anuleazil simultan, este:

-

of af
alh (x-x H[EJM‘ y-y)=0

Ecuajia normalei este:
) X—X _¥y-y
~ &), ()

o M, E?y M,
unde indicele M, arati ci derivata partiald este calculatd in acest punct.

. af 2 af . 5 2 = 2
a) Obtinem — =3x*-3ay, — =3y -3ax, (ﬂ] - 5i (EJ =5 .
ox oy - xi, 4 dayl, 4
Tangenta in A are ecuatia x + y - 32 = 0 iar normala este de ecuatie x - y = 0.
b) Proceddnd analog obfinem tangenta in B: 4x - 2y - a =0 lar normala 2x + 4y - 3a

=0

3. i se scrie ecuatiile tangentelor si normalelor la curbele:
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x=t' -2 R

a} .- . feR, in punctele At = 2), Bt = 1);
y=1" %1 i

b} Cicloida in punctele A(t = =), B(t = 7).

X =x%(t)

y{t)
M(t =11}, in care funciile x=x(t) 51 y=y(t) sunt derivabile §i cel putin una dintre derivate
este nenulg, are ecuatia:

Soluie: Fiind datd curba (C) prin ecuatiile parametrice: { tangenta in punctul

Aox(t)_yoyt)
x(t) vy
Normala in M are ecuatia:
x'(t,)lx - x(tl)] +y'(t|)[_y - .V(il)]: 0.

a) Calculim coordonatele punctului A{t = 2). Gasim A(4,5), apoi caculim
derivatele x'(t)=3t" -2, y{t)=2t. Deci x(2)=10, y(2)=4. Atunci ecuatia
tangentei este: 2x - Sy + 17 = 0 far cea a normalei = 5x + 7y- 0=
Analog se gisese pentry punctul B: tangenta 2x -y +4 =0 ginormalax +2y-3 -0

b} Ecuatiile parametrice ale CIClDldEI sunt;

x = aft-sint), v = a{l - cos )

. . T . T
Tangenta in A are ecuatia: x - y - *:(:; - 2) = 0dar normala: x = y - a- = O Pantru
punctul B gisim analog tangenta y = 2a jar normala: x = am.

4. S8 se scrie ecuatiile tangentelor si normalelor la cusbele:
a}y = xInix], in punctul de abscisi x = |:
) y=1tg x, In punctele A, B, C, respectiv de abscise - -

l

X

! "l wmAg=1) sBr=0)

.t

xR
-0,
174

t+1
" X=acos’t _ Al T
, I A(E=—),
y = asin’t 4)

) (2 + y) - Zu(x -y} =0, in Alay2.0);

fjx1+3xy y - 2% +H9 =0 in M{Z.-1);

) exy’ b 2x +y -3 =0, in punctul ei de nner-;er,ue cu axa Ox.
Réspuns: a) (T) x = y+[_(N) x+y- b=

b)in A (T): 2x - y*—-l»—ﬂ(N)xi”’y+7.—w.-0
mB('l)yw‘{(N)\:Ly =0,
inC (T): 2x- y+l-u—0(N) \wyy_a___.. o,

c)inA (T) x+y-l“*0,(N}x y=0,
B (Tix+y-1=0(N}x-y-1=0,

L’E){T):x-ky—%@mﬂ. (N x-y=0,
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) (Thx-av2 =0, (N y=0;
D(Tex-Ty-9=0(N;: Tx+y-13=0,
gHT): 5x+y-5=0,(Nyx-5y-1=0.

5. S se gaseasch ecuafiile tangenteler Ja curba v = x°, paralele cu o dreapti aviind
panta egald cu m, m>0,

Indicatie: Ecuatia tangentei are forma y = mx + A. Daci Mo(xo,ye) este un punct de
pe curbd unde tangenta are propeietates centd, atunci m coincide cu derivata funciiei
flx)=x" in My. De aici se obtin xq, yo in functie de m 5i cum My se afld pe tangentd
gasim valorile lui &

~ 2m {m
Raspuns: y = mx £ —,/—.
33

6. Tiind datd curba de ecuafie vectoriald;
F={t® - T (0 + 0T
52 se determine tangentele la curbd paralele cu dreapta de ecuatie 2x -y + 3 =0,

Rispuns: Din condijin de paralelism se giisesc ilm% 5i 2=0. In primul caz gisim

49 . . .
tangenta y = 2x -+ 57 In cel Je-al doilea caz ambele derivate, ale lui x=x(t) si respectiv

y=y(t), se anuleaza {punci singuiar} Cum x"’(0}=20, y*(0)=0, in acest caz tangenta

+1 _ y-1 - - M
are ecuatia L_}w = 3——, dreaptd ce nu este paraleld cu dreapta data.

7. 8i se scric ecuatiile tangentelor la curba x° - v° - 3x% = 0 paralele cu bisectoaren
intiii a axelor de coordonate.
" Réspuns: Ecuafin unei tangeate paralele cu prima bisectoare are forma y = x+A.
Punind conditia ca ea si intersecteze curba in doud puncte.confundate se obfin
tangentele y=xsiy=x-4, :

§4. PUNCTE SINGULARE ALE UNEI CURBE PLANE

1. 5&se gaseasch punctul singular al foliumului lui Descartes:
: X y' -3y =0, 520
5l tangentele in acest punct,
Solugie: Un punct M(xo,ya) af curbei . i
flxy)=0 )
este punct singular, daci sistemul format din ecuatia (1) si din:
of

o 2
¥ (2
oy

este verificat de coordonatele lui M.
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Un punct singuiar este dublu daci pentru coordonatele sale, cel putin unz din
derivatele parfiale de ordinul al doilea este diferitd de zero. In general coeficientii
unghivlari g tangentelor in punctul dublu sunt dati de ecuatia:

(E:—f;) m’+2(?j—J m+(f_—?~_~f—} =0.(3)
oy Im WoyiM VM

fx,y)=x* +y" - Jany,

In cazul problemei:

25 =3x* —3ay,
ox
?—f- =3y° - 3ax.
oy

Rezolvind sistemui:

rezulti solutiile:

{x, = {xz =z
v, =0 |y, =a

Dintre aceste perechi de solufil numai prima verificil ecuatia f{x,y) = 0. Deci foliumul
jui Descartes are un punct singular In crigine.

Avem
2 2 2
%:6,?f=—3a, ?f:ﬁy
o’ Dy Byt

2

f .
Deci %ﬁ; =-3a#0 in origine Ear 0(0,0) este punct dublu.

Ecuafia (3) devine: -6am = 0 sau m = 0. Ea are ridacinile: m; = 0, m; = . Rezultd
cii tangentele in O(0,0) la curbd sunt chiar axele de coordomate.

2. Sise smd;eze natura punctelor smgulare ale curbei data pnn ecuapa
Ty (x-ay (x=b)=0.

Solutie: Ecuatia curbei se poate scrie:
yi-x? +(Za+b)). —{a’ +2ab)x+a b=0.

Atunci 5"35 = —3x% + (48 + 2b)x - (22 + Zab) = (x — a)(—3x + & -+ 2b), ?E 2y,

Observam ci ecuatiile: f{x,y) =10, i_ 0, B _ 0 sunt verificate pentril valorile: x = a, y
o ay
={ gi :
2 2 2
6 £=—6x+4a+2b, ﬂaf =0, ?—f=2
oy oy”

*
Deoarece —5 nu se anuleazd pentru nici o valoare a parametrilor a gi b, rezulti cd

puact] M(a,0) este punctul dublu.
Pantele tangentelor sunt date de ecuatia:
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2m? -2(a-b)=0

Mz = ta-b
i) Dacit a > b punctul singular este un nod cu doud tangente distincie
y=(x—a)Ja——i5 siy=-(x~ana-h.
ii) Dacii a = b punctul este punct de Tntoarcere si tangenta unicd in acest punct este
dreapta y = 0 adicd axa Ox.
iii} Dacl a < b, tangeniele sunt imaginare, adici punctul M{a,0) este punct izolat al
curbet.

sau.

3. S& se ghsenscd punctul singular al lemniscated lui Bernouti:
(x2+y?)? - 28%(x2 - y?) = 0, a0
st tangentele in acest punct.
Raspuns: (0,0) punct dublu - nod. Ecuatiile tangentelar in 0(0,0) sunt. y = x, y = -x.

4. 53 se afle ce fel de punct este ariginea pentru curba.
x' - Bxy’ + 647 =0
Rispuns: 0{0,0) pusct dublu de intoarcere. Ecuatia tangentei in 0{0,0) estey = 0.

5. Pentru fiecare din curbele urmétoare se afie punctele singulare, si se determine
natura lor si s& se scrie, In cazul cdnd existd, ecuatiile tangentelor in aceste puncte:
3

B X

a) y' = az
2a—x

by v =xf(9-x7)
e) (Fryix-ayi=0,a=0;

d) v =x(x+ )
€)

F) xy’ ~x7 -y =0y
[ I (S [
Réspuns: a) 0(0,0) punct dublu de mtnarcere y=0,

b) 0(0,0) nod, y = +3x;;
£) 0(0,0) punct de intoarcere: y =0,
d) M(-1,0) punct izolat,
&) curba nu are puncte singulare;
f) 0(0,0) punct izolat;
2 0{0,0) nod y=4x.

§5. CONTACTUL CURBELOR. CERC OSCULATOR. CURBURA

1. 8& se ghseasc ordinul contactului 1 m origine al curbelor:
{Coy= K
{Cz) y=x sin’x.
Solntie: Doull curbe (Ch): y =f{x) si (Ca): y = g(x) au in punctul lor comun M de abscisa
xqg un contact de ordinul n daci sunt Indeplinite conditiile:
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flxo) = g(xe). %0} = g(x0) (i=1.2, .., m st "N xg) # 2" Vxy).

Pentru exercitiul propus notim fx) = x* §i g(x} = x* sin®«. Calculdnd derivatele in
origine gasim: £{0) = g(0); FYO) =g (0),....F (D) =¥ (O) 51 £¥D(0) » g™0). Curbele
au contact de ordinul al cincilea in origine.

2. S& se scrie ecuntiile cercurilor osculatoare pentra curhele;

a) y=sinx in A(-;E,l);

x=a(t-sint) , . .
k) ( ) in punctul corespunziitor luit=n

v =a{l- cost)
Solutie: Cercul osculetor intr-un punct M la o curbi este cercul care are cu curba in M
un contact de ordinul al doilea.
Coordonatele centrului Clo,p) §i raza R a cercului osculator sunt date de

formulele:

poyo YUY
AU 8 L 20 (1)
oy ¥ ¥
L - Y”
pentru curbele date printe-o ecuatie carteziand explicitd si:
A ()
poy s X290

pentru curbele date prin ecuatii pasametrice.

Observatia,

Raza cercului osculator coincide cu raza de curburd in punct la curbi.

Dack pe normala in punct la curbg, dirijata spre concavitatea curbei se iz o lungime
egali cu raza de curburd, se objine un punct numit cenfru de curburd. Cercul cu centru
in centrul de curburd §i cu raza egalil cu raza de curburd se numeste cerc de curburd.
(Coordonatele centrului cescului osculator sunt §i coordonatele centrului de curbura)

In cazul problemei avem:

a) Folosim formulele {1). Deoarece

T
ecua;xa cercului osculator este X - E] syt

b) Folosind formulele {2) Calculim w(n) 2y, &(m) =0, ¥m)=0. §(x) - a
Rezulti: o ==a, $=-1a §i R =4a. Deci ecunia cercului osculator :ste

{(x-%a)* +(y+2a)° =162,
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by ¥l=8x in A(%,S}:

3. 54 se ghseascd ordinul contactului In origine al curbelor:

a) (C))y v=sinx, (C,} y=tgx;

b} (C,} y=x", (C.): y=xsinx

Réspuns: a) Contact de ordinul al doilea; b) Contact de ordinul intéi.

4. 5& se catculeze raza de curburi a curbelor:
a) y=x’-x’ +2x-2, in purctul A de mtersectie al ei cu axa Ox;

7

c) y= En|sec x|, infr - un punct oarecdre M(x, y) al curbei;

dy Jx + ,/; =2, inir - un punct oarecare M(x, y);
I
e)y=x+eX MnA(ll+e),

2 2 2
Hx3 +y3=ad, intr-un punet oarecare M(x, y) al curbei (astroida);
X =sint

g y=1cost, in punctele A[t = %), B(t = n);
' x =a{cost +15int)

y =a{sint - tcost)
i)p = a{l+cosB), Intr — un punct oarecare al curbei (cardioida); -

. in punctul A[t =§);

i) p2 =a2 €0s28, infr — un punct carecare al curbei (lemniscata).
Indicayie: La punctele i} §i f) folosim formata:

lp* + 207 -pp']

3

SJ"“ Ax+y)?

a)A(L0),R=——; b)R = 7-—— c}R=secx; d)R =
Réspuns: ; i
(2-2c+c’)r '
Ie

)R = ; FYR =3(axy)3;

PR, = Ry =22, pyram
4 z

4acos o

Z pr=2C

)R = .
) ™

5. 53 se glseascd raza de curburd a lintisorului;

al *
=g+ ?
Y=3
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intr-un punct oarecare §i ecuatia cerculni osculator in punctul A de abscisi x = 0. 8a se
arate ¢i ordonata unui punct a lEatisorului este medie proportionald intre raza de
curburi in acel punct gt raza de curburil a varfului langisorului.

-
X X

Raspuns: R:—:—(cﬂ +e ‘J JRyma st 4y —day+ 3t =0

-

6. Si se giiseascd coordonatele centrului de curburd la hiperbola xy = 2% in punctul
M(1,a%).
Raspuns: Se folosesc ecuatiile parametrice:
x=ag

%\mﬁ;

e

i

y = ae™

S

=]
I

”b

K

. tald
el

-

&

Se obfine:

2
. a - ) x .
7. 8a se afle punctele de intersectie intre curba: y = 7§ cercul de curburd al

acestet curbe In punctul A(2,1).
Raspuns; Cercul de curburd: (x + 2)° +(y - 5)° = 32, Rezultd A(2,1) §i B(-6,9).

8. Fiind dati elipsa:

2

9

L §

— + b_2 —1=
s se scrie ecuatiile cercurilor oscu]aioare in virfurile A(ﬂ‘O) 5i B{0,b).
. . R X =acost
Raspuns:  Se folosesc ecuatiile parametrice: L
~ Ly = bsint

"

2332 4
Se obtine: (xw:a —b J +y::b—1,an$i

L&

9. S& se determine parabola y = ax” + bx + ¢ care are in puzctul A[ 2 J tangenm

comund si aceiasi curburi cu: y = siax.
i T T 1 T n?
Rispuns: y=—-—x*+—x+1-— s y=—x* ~Sx+l+—.
SIS Y =TTy 8 Y=7F 3 3

10. Si se arate ci raza de curburd a curbei y* = 1 + &" Intr-un punct M este egald cu
segmentul cuprins fatre punctele de intersectie ale tangentei 5i normalei in M cu axa Ox.
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§6. INFASURATOAREA UNEI FAMILII DE CURBE.
EVOLUTA UNEI CURBE

1. Si se giseasci infiguritoarea familiei de drepte:
xcoso+ysina-a=0,

o fiind un parametru.
So!u;re Se stie ci fiind datd familia de curbe cu un parametru
fixy.@) =0 (o parametru), (1)

ecuatule parametnce ale infaguritoarei familiei de curbe se abfin din sistemul format
din ecuatia (1) si

of
-—=10. 2)
ot

In cazul problemei aven

£{x,y.0) = xcosa + ysina —a=0

— = -xsina + ycosa =0
da

" - 2 1 _ 2 {
Se obfine din acest sistem y = asin @ §1 X= 2C0§ &, de unde x* + y* = a". Deci
infaguritoarea este un cerc.

2. 83 se afle evoluta urmitoarelor curbe:
XZ
a) y=—:x 6l
) ¥ 3

= int
) x=alt -sint} teR

y = a{l~cost) )
Solutie; Se numegte evoluta unei curbe infagurdtosren ‘normalefor sale. Ecuaiile
parametrice ale evolutei sunt:

¥z +37)
X - &y
(x*+y%)

ki —%y

X=x—
=y~i~

daca curba este datd prin ecuatiile parametrice §i:

X=x ———w—y’(] +"y'2)
y T
Yevys l+)'«:'2
Y

daci curba datd prin ecuatia carteziand explicitd.
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In cazul problemei avem:

, {tot o cicloida).
Y = —a{l - cost)

4 g

{
X=-— .
J[ 4 ) {X =a(t+sint)

3. 54 se afle infaguriitoarea urmétoarelor famifii de drepte, unde A este parametru
variabil:

B
) y=AX+—— Az
)y b7

by A'x—(A-Dy+2=0;
c) y=hx+A
d) K¥{x-a)~dy-a=0

2) ¥' =2px; b) duy -y +8x =0,
Raspuns: E:
o)y =-*T; d) v +da(x—a)y= 0.

4. Si se afle infaguriioaren urmiitoarefor familii de cercurd:
ay (x-A)Y +y" =1

by %% 4y -mﬁ‘hﬁ =0;
¢) x4yt —2hn+ A’ —dh=O

Raspuns: a) y=13i y=-1;b) y=ii3;c) ¥ -dx-4=0,

5, S se afle Infasuritoarea famitiei de curbe:
(3x+ l)x—?_ly-—l=0,
Retsprns: y* = x* (-1},

6. 53 se afle infisuritoarea cercurilor care au centrul pe o parabali §i trec prin
virful e,
Raspuns: x* + (p+x)y* = 0, daci se considerd parabola y*=2px.

7. 53 se afle infiguritoarea familiei de cercuri cu centrele pe parabola y=xg
tangente axei absciselor. '
Raspuns: 4y + v(1 - 2y)* - 2x°y = (.

8. Fie un punct F(2,0) fix pe Ox §i un punct M mobil pe Ov. Si se afle
infaguritoarea perpendicularefor ridicate in M pe MF.
Respuns: y* = 4ax.

9. 54 se afle infasuritoarea familiei de cercuri cu centrele pe perabola v = 4y 5

trecind prin punctul fix {1.0) al axei de simetrie.
Raspuns: (1 -x)(x"+y"-1}-2y° =0,
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16. Un segment AB de lungime constantd k se deplaseaza in plan, capitul A
alunecand pe Ox si capitul B pe Oy. Si se afle infasuratoarea dreptelor.ce includ aceste
sepmente. o

a B z

Réispuns: x =k cos "o y=ksine san «3 433 =k (astroida), .

X
11. Fie un punct mobil M pe dreapta 2 +~§* —1=0 i N i respectiv P proiectiile sale
pe Ox 5i Qy. 8 se afle infAguritoarea dreptelor NP.
Raspuns: 4%" - dxy + y* -16x - gy +le=0

12. Se consideri dreptele (d1): x = a 5i (d3): x = -a. Se duc prin origine doui drepte
variabile {D:) §i (Dy) perpendiculare intre ele. Dreptele {d}) si (D)) se intdlnesc in M,
izr dreptele {d2) §i (132) se Intdlnesc in M. 5 se afle infguritoarea dreptefor MM,

Raspuns: (D) y=- % % (D, ) y = far infisuritoaren este cercul x* +y® =a”,

13. Fie cercul x* + y* = R? §i doua puncte M si M’ situate pe acest cerc §i simetrice
in rapor! cu Ox. Si se afle infasuratoarea cercurilor avind un diametr de tip MM,

Xy
Ra A
Raspuns PTEANTE

-1=0  (elipsa).

14. Sa se glseased Infigurdtoaren cercurilor cu centrele pe hiperbola x* - y* = o* g
care trec prin originea axelor.
Raspuns: Ecuatiile parametrice ale hiperbolei sunt: x = ach t, y=a sh t iar ecuatia
infiguritoarei: (x* + y*)* -4 a® (x - y*) = 0 (lemniscata Bernoulli).

1
15. Se dau conica: x* + 23y + 3y* +2x + 4y = 0 s punctul M(?\., X)

u} 54 se scrie ecuatia polarei punctulti M in raport cu conica;
b) 54 se afle infasuritoares polarelor cind A variazi:
¢} 8il se arate c3 Infisuritoarsa este tangentd dreptelor x+y+ 1 =0,
X+ 3y+2=0 inpunciele T, 5i Ty,
d) 8% sc arate cii polul dreptei T\Ta fatd de infisuritoare este centrul conicei
date.

) A2(xby + 1)+ A(X +2y) x b3y +2=0;
b) 4(x+y+1){x+3y+ 2)—(>(+2y)2 ={;
Raspuns: ¢y T (-2]), T,(4.-2);

. 1 1
d} Polul dreptei T,T, est (——,—-w).
} Polul dreptei |1, este 775

16. 5i se afle evoluta curbelor:
ay y= xz,
x2 2
b} =5+ =1 {elipsi);
1'2

a2
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c)y= ach% (lantisorul};

a0 x = R{cost + tsint)
y=R{sint - tcost)

X= 2% st
Rispuns: a) Yw-+331‘ b B ) ;
Y=

X=x- ach—sh—
2y {X Rcost

c}
Y=2achX Y=Rsint
a
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sau X2 +y2=R?2

CAPITOLUL X

ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFERENTIALA
A CURBELOR iN SPATIU

'O curbé C din spatiul euclidian R® pnate fi datd pnntr—o
a) reprezentare parametricd T IcR—R® de clasi C'(I), ) = (x(t).y(e).2(1).
Corespunzitor acestei reprezentiri avem:
x = x({}
ecuatiile parametrice {y = y(1};
z=z(t)
gcuatia vectoriald | F=T(t) = x()7 + y(1)] + 2k .
b) reprezentare implicitid C={(x, y,z)EDﬁ:R3/F(x,y,z)-0 Gix,y,2)=0},

F:D~+R, (DR de clasi €'(12) §i marricea jacobiand |

i fiecare punct din C. In acest caz avem ©
ecuatiile implicite Fx,y,2)=0 .
Gix.y,2) =10
Fie T=F(1)=x(1)] +y()]+2(0k, FeC M), F =" ()=0,Veiel, o curbi si
M(x,y,z) {uneori cum x,y,z depind de parametrul t vom scrie prescurtat M(t)), un
punct nesingular (adicd 7(1)=0). Atasam curbei in M un triedru format din trei plane

perpendiculare doud ciite doud. Acest tnedm se numeste tnedrul lm Fi rer:el (F ig. 1).
Versorii triedrului Frepet in Mt} sunt

)= i_'“) ‘versorul tangentei;

g {1y x {1} . s
1) = smteb—2varsorul binormalei;

PO Rl

& V() =P(t) x T(t) . versorul normalei principale.
Ecuatiile muchiilor triedrulni Frenet in M(t)
sunt;

X x(t) _y-ylt) z-zH)
1 - o )
CUmEENE Toh Ty P
v binormala: == x(t) =¥ y(t} wZ= Z(t) unde:
AW B(t) Cy

Fig. 1
1) 2 (1) 20 (1) YD)
Al = B(t) = | Clt) = ;
(”mem O="erm 209 =l v
149




® norinala principali: X = X(0) =3 ¥t =22 ., unde;
. i) m(t) n{t)
B(1) C(1) Ay C( A(t) B(E}‘
= - = R t) = .
w20 " o 20! "k v

Ecuatiile ferelor triedrihui Frenet in M(t) sunt: :
® plannd normal 0 (E(x-x(0)+y (O(y-y()+2'(E){z-2())=0 {N din fig, 1),
* plamd osculator - A e-x(OFBI(y-y(E)+C)(z-2(0)=0 (O din fig. 1);
o plarl rectificant : () (x-x(L)+m{E)(y-y()}n{t)(z-2(D}=0 (R din fig. 1).

Expresia elementului de arc pentru curbd este ™ ds=/x7 () +y7 (1) + 2 (£) dt.

Fie ¥ =7(s) o curb parametrizat canonic (|[F'(s)] =1). Corbura intr-un punct

nesingular al acestei curbe este datd de expresia K(s)= lim OJ—A&E unde Aa este

As—» (k A8
unghiul dintre direcgiile tangentelor in doud puncte apropiate, iar As este arcul de
curbi intre cele doud puncte(fig. 2). Curbura este 0 masurd a devierii formei curbei
fafd de o dreapti. -

Daci curba are reprezentares
F=T(t) = x(t)1 + y(1)] +z(t)k , atanci
[0 > P

(s + As)

K(t)y=
[FoF
Inversul curburii se numeste razd de curburd
l
R{tj=——.
{t) X0

Fig. 2

_ N . . . o (AR
Torsiunea intr-un punct nesingular este datd de expresia T(g) = lim 2P , unde
P esInBH . T A @ As—0| As

AB este unghiul dintre directiile binormalelor in. doui puncte apropiate iar As este
arcul de curbii intre cele doud puncte Torsiunen este o masurl a variatiei planului
osculator sau o miisurd a deviatiei curbei de la proieetia sa pe planul osculator intru-un
punct al curbei. '

Daci curba are reprezentarea T = (1) =x(t}1 + y(t) ] + 2(t)k, T eC3(I), atunci;
9= COT0.70) a
MOES RO
Inversul torsiunii se numeste razd de torsiune: ﬁ(t}%‘—T:—l) .
Formulele hwi Frener, asociate unei curbe parametrizate canonic, intr-un punct

dxts) K(s)o(s) '
ds .
nesingular, sunt : d_:(s_) =-K(8)7 + (P .
S
dpGs) _ ~T(s)%s)
ds
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1, 54 se determine versorii triedrufui Frenet atasat curbelor de mai jos, n punctele
precizate:
a) {t)=(c'e", vZ ¢} , in punctul M{t=0);

- - 3 -
b) "r'=?(t)=ti+t2j+—2;—k . in punctul M(t=1);
x(ty=1-cost
¢) {y{t)=sint , In punctulM(t=§);
Zty=1t

. int punctul M(-1,-2,-1);

d) X -virz46=0
Xy +2 +6=0

e) {"" IRAREIL punctut M(1,1,-2).

x+y+z=10

Solutie: a) r'(ty=(e'-e" 2 ), {O=(1,-1, 7 ) JP{®=2 , deci avem

T - - 2= .
T0) = f_i?'m)ﬂ myi-7i +~‘£—_k versorul tangentei in M(t=0),

R
M O=(e"0), 1 (O)=(L10) ; T'0) x PO ={1 =1 V= V2T 43 T 20 :
1 I 0

0 % (=2 5 . deci = DA PO _ 1= 1= 4Io
50 = ¥ (0 =2 y2, deci avem fi(u) m_—_lgf'(il)xf"(mi{ AT k versorul

binormalei in M(t=0);

—

W) = B(O) % T(0) =|- T+ 72] versorul normalei principale in

[ R Y -
R — pofe

M{s=0).

d) Vom considera pentru curbii parametrizarea: x=t,y=y(t),z=z{t) functiile

. Co t' -y 4+ z46=0 . .
y(t).z(t) fiind date implicit de{ yore - Derivim sistemul in raport cu t g

t-y'+z 46=0

3t - 2yy'e 2'=0

abtinem { care in punctul M{-1,-2,-1),

- 2yy'+3z%2'=0"
344y (—1) + 2 (-1=0

L4y (- 1) + 32 (-1} = 0
Rezolviind acest sistem obtinem VEEE-L 2121 ¢ com x'6-1)=1 renlts

devine{

r{-1}= (L,-11). Deci #(-1)= %(? - i+k) versorul tangentei in M(-1,-2,-1).
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Pentru a afla [_3(—!),3(—1) va trebui si mai derivBm inch o datd sisteraul

[ 6t - 2(y')° —2yy"+2"=0 -8+ a4y (D +2"(-D=0
=2y -2y 62(2'Y +32°2"'=0 ~8+4y" (- +32" (-3 =0

Solufille acestui sistem sunt y*’(-1)=2,2""(-1)=0 si cum x"'(-1)=0 objinem r’(-1) =

=(0,2,0). Deci B(-1) =_.‘£,2:

, care in M devine {

{-1+k) este versorul binormaleiin M(-1,-2,-1) iar

V-I)= %(T +2j +k) versorul normalei principale.

Réispuns. b) Se obfine: ¥(1)=1+2t+20°k, P()=T+2]+ 2k, 7'(1)=2] +4dtk,

Py =2]+ak, "= = 17025, 2% e
rl)=2j+ uh Hl—_.m” 3 L 3 j+ ra versorul tangentei in M{t=1),
§(IJ=M=%T—§]+%ﬁ versorul binormalei si (1) = [fi(1) = 1) =

2. 1= 2- Co
~3i-git Ek versorul normalet principale.

¢) Ft)y=(sin t,cos 1,1), r’(g )=(1,0,1), r(ty=(cos t,-sin 1,0), r”(§)=(o,-i,0),

= ‘\'{E‘-‘ Ty on 2 - .l -
t(§)=—i-(f+k).ﬂ(-;—)=£2~_w(l—k),V(g)*-JA

e) Obtinem : x'(1)=1, y'(1)=-1, 2’(1)=0, x"'{1)=0, y"(])m—%, (1)Y= %
De aici rezulti T(1)= %(_i -7). este versorul tangentei in M(1,1,-2), f(~1) =

3, = = . . . . - = .
g(—l—j-‘k) versorul binormalei  iar v(1)=mj§(mi—j+2k) versosul

normalei
principale.

2. 5 se scrie ecuatiile muchiilor gi tegelor triedrului Frenet atasat curbelor de mai
Jos, in punctele precizate:

(=L
}s(t)—2

2’ -
a) Y(t)=-§— . Inpunctul M{ );

Y-

Iz

2'3’
!4

z(t) = —
2

2
b} T(f)=(t,-t,t?) . in punctul M(t=2);

x +yt 4zt =0
<) , in punctul M(2,1,2);

xz-—y==3
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0 {yﬂ' , in punctul M(2,4,4) .
z=12x

Solugie: a) (x’(l),y‘(}),z’(l))=(}.272) (DY (10,27 (1))=(1,4,6);
2(1) y'(n{z,_

O 2Ol gy -[S0 5= ca

:A“):Lf”(l) 2'(y B OER ’ X'y -
_|Btn -c(;_) . ey | A CO =;A(l) BO|_,,
)= 1y,(1) 20 =-12; m{l} <) 20 ;oa(l) <) ¥
f 2
NS A VA
Obtinem astfel in punctul M(t=1) ecuatiile tangentei: TR =, -
1
x= I y - 2 2= 1 . . . x- 2
ecuaiile binormalei: 22 -_~—~5~3-= 12 , ecuatitie normalei. principale: 5 =:
y=5 %7 . ! 2 1
—il;—;, ecuafia planului normal; (x-§}+2(y-§}+2(z-i)=0 5au 6x+1_2y+}2:-

. . 2 1._ =
17 =10, ecuatia planului os_cu!amr: 2(}(—% Y- 2(y-§) + (2"5 )=0 sau 12x-12y+6z-1=0,

1
ecuatia planului rectificant: 2(x- % Hy- 125 )-2(2-«2— ¥=0 sau 6x+3y-6z-2=0.

e) Procedam ca la punctul d) din exercifiul. 1, considerind parametrizarea curbei date,
Pyl =0

* astfel: x=t, y=y(L), z=2(1) §i { LT, . Dupi ce desiviim §i scriem sisteiele
tr -y el

respective in M(2,1,2) obfinem: x'(2)=1, y'(2)=2, 2(2)=-2, x7(2)=0, y"(2)=3,

. - -1 -2 " . .
z"(2)=3, - . ecuatiile tangentei: - x—l—z-=y—~m=z_—,. ecuatitle binormalei:

2 2
- - - .. L X2 -1 -2 .
X 42 ;Y—EE= z 12 , ecuatiile normalei principale: X o =—:f—1——~ =—Z—F__,_ ecuatia

planuhsi normal: (x-2)+2(y-1)-2(z-2) = 0 sau xb 2y- 2z = 0, ecuatia- planului
osculator: -4(x-2)+(y-1)-{z-2)=0 sau 4x-y+z-3=0, ecuatia planului rectifiant: (y-
1)+(z-2)=0 san y+z-3=0.

x-2 X.f_lz =222 ecuntiile binormalei:
1 -

Réspuns: b) ecuatiile tangentei; ~——= 5

Sx=2_y +12 =%, ecuatiile normalei principale: e ; 2.

-1

y+2 _z-1
-2 -2’

..ecua;ia planului normal: (x-2)_-(y+2)+2(z—2)=0 sau X-y+2z-8=0, ecuatia
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planului osculator: (x-2)+(y+2)=0 sau x+y=0, ecuafia  planulyi
rectificant:

(x-2)-(y+2)~(2-2)=0 sau x-y-z-2=0.

d) Analog ca la punctul c) se obfin: ecuatiile tangentei; 2 2_y-d

z~4

2
- x-2 y-4 z-
rincipale; — =~ s =
princip 4 -3 ]
26=0, ecuatia planului osculator: 2x - z =0 ¢l ecuatia planului rectificant;

4x-5y+8z-20=0.

. . ,ox=2 -4 -
, ecuatille binormalei: rme ¥y lz

2 l 4 , ecustiile normalei

4,‘ ecuatia planului normal: x+t4y+2z-

3. Gisiti sfera pe care se afla, curba de ecuatie vectoriali:
2 3
t - t T t

P i 1+ y
L+t2+0* L+t +t 7 1+ttt at?

T=

Raspuns: Sfera de ecuaie x™+y™z"y=0 ,cu centrul in A(0, % [0 5i de razi

baf—

4. a) $4 se scrie sub formé parametricd ecuatia curbei lui Viviani, determinati de
intersectia sferel x* +y? +2° =a’ cucilindrul x° +y® ~ax=0,2>0.
b) 5@ se demonstreze cii proiectiz curbei pe planul xOz este o paraboli.

x4y ezt =g

Solutie: a} Va trebui si parametrizim curba { . Fie M({p,8,2) un

x4 y2 —ax=1{
x=pcosd
punct de pe aceastd curba astfel incht {y=psin8 s punind conditin si verifice
Z2=Z
x=gncos @
ecuatitle curbei obfinem parametrizarea {y = asinBcos® ; 8 este parametrul curbei.
‘ z=asinB
b) Pentrus a determina proiectia pe planul xOz va trebui si facem y=0 in ecuatiile
anterioare 5t dupi ce elimindm parametrul § vom obiine ecuatiile parsbolei:
. i ax-at=0 “
{y =0 '
3. Fie T un interval, T(t)vectorul de pozitie a! unui punct In migeare si 7'(1)
vectorul viteza. Si se determine: a) condifia ca cei doi vectori si fie perpendiculari;

b)conditia ca cet doi vectori si fie coliniari.

Solutie: a) Din conditia de perpendicularitate a celor doi vector:: T(t) = x(t)i + y(t)j +
2tk 5t T =0T +y' (O] + 2' (ke rezultd x(Ox'(ty+y()y (OH2{t)z"(t)=0, care prin
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inteprare duce la xz(t}+y2(1)+zz(t)=§c=const. Deci, In acest caz punciul se migcd pe o
sferii.

b) Din conditia de coliniaritate a celor doi vectori rezulta x’(lg)ml(t) x(ty, y’(t?=l(t)
¥(t) . 2 (=AM z(t) , care prin integrare duce la: x(t)=a ™Y * | y(r)=b MV &
2(t)=ce™™* Deci, in acest caz, punctul se misci pe o dreapti.

6. Si se determine elementul de arc al curbelor urmatoare:
a} r{t)=(a cht cost,a cht sint,at) , te R, a>0;

BYF(t) =i?+53_3+i§, teR;
4 3 2

X =tcost
t) {y=tsint, teR.
t:

Z=—

2

Réispuns. Elementul de arc se calculeazi cu formula;
ds=fx% (1) + ¥ (0) +2° (1) dt.

a) ds=+2 a(cht) dt ; b) ds=[tf Y1+t #1* dt; ¢) ds=+1+ 217 dt .

b
7. 88 se giseascd lungimea arcului curbei 22{ , cuprins intre origine si
N
_ 7
punctul M de abscisi 2.
2 3 H 4
Raspuns: ds=(1+>_)dx, Lungimen este | {1+ —)dx =2+ —.
s ( 2a? ) g J.O( Za“) 3a?

R x=¢'cost
8. 8e considerd curba{y=c'sint ,teR, $i se arate ci aceastd curhd este situats
z=¢'
pe un con yi s& se determine lungimea arcului cuprins atre punctele M(1,0,1}
§i |
® )
M;(0,e%,e7 ).
Solugie: Curba este situatd pe comul cu virfild in origine: ¥ +y*=z". Elementu] de arc

este ds=+3e'dt | jar cele douf puncte corespund la t=0 , tz=~§~. Se obtine lungimea
" N :
L= 43(e?-1).

4 3_ 2
9 53 se determir_le tangentele la. curba 'f(t)x:%i +£3—_ j+-t-{k, t>0 care sunt

paralele cu planul x+3y +2z=0.
Lidrpuns, Parametrii director ai tangentei intr-un punct oarecars M(t)la aceasts
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curbi se pot considera {¢*.£,1) iar ecuatiile tangentelor paralele cu planul
dat sunt:
x-4 3y+8 z2-2 g 4x-1_3y+l 2z-1

4 -8 1 4 -3 2

X P . .
10, Si se ghseasch o parametrizare pentru curba { }1 si 83 se scrie ecvatia
. Z=X"
planului osculator §i a binormalei in punctul M(1,1,1). . B
Raspuns: Bcuntiz planului osculator este: 6x- 8y- z + 3 = 0 dar ecuatiile
binormalei

sunt; 222y 2]
6 -3 -1
x{ty=2t~1
11. S& se piseascd punctele curbei {y()=1>  in care planele osculatoare sunt
2)=1-1°

perpendicuiare pe planul 7x-12y+5z+3=0.
Réispuns, My(-5,-8,-3) , Mz(1/7,64/343,33/49).

H 2 2
Xy -z =1

12. Sa se sciie ecuatia  planului normal curbei { , in punctul

7 - a
2o

X -y -z
M(1,1,1) -

Rispuns: Ecuatia planului normal este: x+z-2=0. Mentionim < in acest caz fn
reprezentarea parametricd locald (intr-o vecindtate s punctului M) avem
inM, T xt7=0 (curba este o reuniune de drepte} dar planul normal
este bine definit.

13. Si se arate ci tangents, binormata §i normala principali in orice punct al
curbei
T(t)=e' costi +¢' sint | +¢' k formenzi fiecare cu axa Oz un unghi constant.

Réspuns: Fie o; P §i respectiv y unghiurile formate de cele trei drepte cu axa Oz.

Atunci coscr.=-}f~ . (:05{3=——‘l;E g1 respectiv cosy=0,

¥3

x = a¢ost L
4. Fie curba r{t) ¢y =asint . a, : sQ
bt ; .

) 54 se arate cA aceastdi curbd se afli pe un cilindru drept;

b) Si se scrie ecuatiile normalei principale g1 a planului rectificant, intr-un punct
oarecare Mt) al curbei; i

¢) S# se arate ci in orice punct al curbei, tangenta, binormala §i normala principala
fac un unghi constant cu Oz; _

d) Planul normal §i planul osculator intr-un punct oarecare al curbet, taie axa Oz
in acelasi punct B; R ) .

;6] Planul rectificator intr-un punct M(t), se confundi cu planul tangent la cilindru

pe care se afli curba, de-a lungul generatoarei ce trece prin M.
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Aceasti curbi se numeste elice circilard ; pasul eficel este 2ab=const.

Soiugie: &) x*+y™=a’; b) ccuafiile normalei principale
x-acost _y-asint _ z-bt

sunt: - , ecuatia planului
cost sint
rectificant este: cost(x - acost) + sint(y - asint) = 0, deci
. b
xcos t + ysin t - a°=0; C) COSO= —m—e—, O este
a’ + b

unghiut dintre tangents st axa Oz. CosP=—mteme

e gentes N
f este unghiul dintre binormald si axa Oz , cosy=0, v
este unghiul dintre normala principali si axe Oz,
d) Planul normal  -asint x+acost y+bz-b’t=0 , taie axa
Oz in  punctel (0,0,bt), pe care il notim P. Planul
osculator bsint x -b cost ¥ +az-abt = 0, taie axa Oz in
{0,0,bt}, deci tot In F;
¢) Normala principala a elicei (intersectia dintre planul
norsal 5i planai osculator)
este MP, P fiind proiectia lui M pe axa Oz. Deci binormala e situatd ¥n planu] tangent
la ciindru in lungul generatoarei.

x = afsint +cost)
15. S se arate ci tangentele la curba {y =a(sint —cost), intersecteazi planul xOy

z=be™

dupi cercul X*+y*=4a’.

Solutie: Ecuatiile tangentei, fatr-un punct carecare al curbet sung:

x—afsint+cost) _y-a(sint-cost) z-be”
a{cost — sint) " afcost+sint) | -be
Intersectiim cu planut xOy (z=0) 5i obfinem cercul ciutat.

_ . . , LIt eyt -2 =8
16, S& se scrie ecuatia planului osculator al curbet { .

. , In punctul
v’ +z° =3

M(1,2,1).
Réispuns: 11x+20y-32-48=0,

17. Fie curba #(t) = ti +sin{j + (6 - cost)k . 53 se arate ci normala principald intr-
ur punct oarecare este paraleld cu planul yOz.
Réspuns. W(t)=—sint | +costk .

18. 8 se calculeze curburs, raza de curbued, torsiures §i raza de torsiune pentru
curbele:

3
a)x=t, y=t’, Fg»;w—, in punctele My{t=0), Mz(t=1});

Y x=26-3t%+1, y=3{t%-1), z=3{1-1), I punctul M(t=1);
c) x=2eost, y=2sint, z=c*+¢* , intr-un punct oarecare M(t),
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e —— et 7

t
x = ach—
a

d) {v= asht , intr-un punct oarecare M{t).
a

z=1

Solufje: &)T'(1) =1+ 26 + 2%k, [F'(Df= 207 +1,7"(0) =2] + 4tk , "' (1 =4k,

"
PO Tm=ll 2 27| = 48T -4+ 2k, [P0 < T = 202040
0 2 4t
ey T4y T Y Foxeal 2 -
(70, ¥ (0,7 (1)=8, K(ty= Iif'(tEF el R{ty= K“).
T, 7 w) 2 : - =1 =
()= = - plo==— Deci K(0)=2, R{0)==, T(0)=2,
© Er(t)x_"(t)ﬂ (27 +1)* P T(t) )2 (
POF3: K2, RS, T(W=2 . pl1)=2
Raspuns. b) K(1)= “F LRI =1842 , T(D =6, p(l) ==
22 _fe'-e?)
C)K(t)'—_')z, T(t= PRI
RO, Tt} ——
Eachz Zachzz—!

19. Calculati raza de curburd, peatru curbele urmétoare, in punctele indicate :

- =1
a) eyt , In punctuf M(1,1,1)
¥y -2x+z=0

T4yt -at=0
b) {Xz y'-at , In punctul M{0,a,0), a0,
x -2y =0

Solutie: a) Se procedeazi ca la exercifiul 1 d}, considerindu-se parametrizarea x=t,

Z _ i 2 =
y=y{t}, z=2{t) astfel incit {t . otz !. Se obfine x{1)=1, y'{1)=1, 2’(1}=0;
y ~2t+z=0
x(1)=0, y'{(1)=- z”(l)——— Deci R(1)=+/6, este raza de curburi in M(1,1,1),

Rdspuns. b) R(O)=-;’,-_i- este raza de curburd in M(0,a,0).

20. S& se demonstreze, c& o curbd este o dreaptd dacll §i nurnal daci curbura in
fiecare punct al ei este nula.
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Solutie: ,=>"" evident unghiul de contingentd Aa=0, deci K(t}=0, ¥vi. <
Considerm o parametrizare canonica a curbei respective ¥ =¥(s). Din prima formula.

d()

a lui Frenet avem —= = K(s)v{s) =0. Cum T(s) = F' (s} rezultd ¥"'(s) = 0 si prin

integrare obfinem ¥ (s) , ©=(I,m,n}, este un vector constant.Deci T(s)=cs+ gy,
unde €, =(x,.¥,,2,) estetot un vector constant. Ultima ecuatie este ecuatia vectoriali
a unei drepte. Putemt astfel s& scriem ecuatiile dreaptei si sub
X—Xy _ ¥Y—-¥, _ Z—2Z,

- m N n '

forma:

'21. Fie T=Ts) o curbi parametrizati canonic.Urmitoarele afirmaii sunt
echivalente:

a) torsiunea curbei este nula in orice punct;

b} imaginea curbei se giseste intr-un plan (i.e. curbu este pland),

¢) versorul binormalei este constant.

Salugie:a)mb) Cum T(s)=0,Vs, din 2 trein formulA a Jui Frenet avem Ql;(_s) =0 rezultd

Pl)=8, E=(A.B,C)este un vector comstant. Cum ﬁﬁ: si Tg=T () rezultd;
Ax'(s)+By'(5)+Cz’(s)=0.Prin_integrare obtinem Ax{s)+By(s}+Cz(s}=-D Deci taate
punctele curbei se gisesc In planul Ax+By+Czt+D=0,

b)=a) Dack imaginea curbei se gasegte intr-un plan, atunci acest plan va fi planul
osculator curbei dect ﬁ(s), Vs ,este un vector constant, rezultd ﬁ'(s) =0, Din a treia
formul# a Jui Frenet obtin T{s)=0 Vs,

a)esc) Din a treia formuld a lui Frenet T(s)=0¢>[(s) = constant .

2 22 Si se demonstreze ci urmitoarea curbd CR-HR', ()= (1+3t+2t 2~2t+51 -

t%), este o curbi'plani §i s& se giseasca ecuatia planubui in care se afli ea.-

Solutie: Se calculezi torsiunea intr-un punct carecare al curbei §i se obtine T{(t)=0,

YteR. Pentru a determing ecua;la planului in care se gaseste curba, vom scrie ecuatia

planului osculator intr-in punct osrecare al curbei M{1) si vom observa ci aceastd

ecuatie nu depmde de t. Aceasta va fi ecuafia planulti in care se guseste curba ;
2x4+3y+192-27=0.

_ x=agin’t
23, 54 se arate cd urmitoarez curhd {y=asin2t, este plani si 58 se scrie ecuatia
: lz=aces®t

planului in care se afld ea.
Raspuns: x+z=a,

24. S& se determine curbele plane care au curbura constant nenuli.
Solupie; Considerim T=T(s) o parametrizare canonicd a curbei chutate.Curba fiind

pland rezult T(s}=0,¥s $i cum din ipoteza K(s)=¢,Vs, formulele lui Frenet devin:
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. dz(s)

cv(s)
dv(s) Z ~ct(s)
o &
s dﬂ(ﬁ)xﬂ
ds

d 221 - :
Derivim prima relajic g ob;m‘emddﬂs) :](5) ~c*7(s) Rezolvind ecuatia
5°

diferentiald vectoriali d:{%ES) +c*#(5) =0, se objine solutia T(s)= acos(c5)+bsm(cs)
. =

unde a=(a),42,a5) 5 b=(by,bs,bs) sunt vectori constanji. Vom alege axele Ox, Oy, Oz
astfel incit pentru =0, versorii T,v ﬁ s& devind versorii | _| k @i acestor axe, In acest
caz obfinem 1(0)‘(&1,&1,113)-(1 0,0) rezultd a;=1, ag= =0, a;-0 Cum, din a doua formuli

a lui Frenet, v(s)=— (—acstn{cs)+hccos(cs)) -asm(cs)+hcos(cs) scrund aceastd relatie

in =0 (v(0)= (bl,bz h;)—(() 1.0)) obfinem br-D b=1, by=0. Deci 7(s)= (cos(cs)
sin{es), 0) adicd T '(5)= (cos(cs),sin{cs),0) .Integrind vom obfine .

7(5)=( ﬁsm(cs) +o ,-lcos(cs) +c5,¢4) , (C1,62,C3 constante), adicid

x(s) = lsin(c's) +ey o
o ¢ x.—c)lwk(.ywc ) s
y(g)=-- —cos(cs) +c, Elimindnd pm’ametrul 5 obgmem o o c

Zmey
z{s) =c;

Prin urmare curbele pl{me, cu curburd constantd, nenuld, sunt cercurile,

25, Dm fiecare punct M al normalm pnnclpale a unm ehce c[rcu[am (X"accst
' y—asmt z=bt, ab=0) se ia In sens contrar lui v, pe ‘normala prmmpaia un segment MP
" de lungime constanti, MP=k. S# se determine k astfel incit curba descrisa de punchul
P si aibe : :
&) ﬂceeas1 curbura ca si curba dat;
b) aceensi torsiune ca gi curba datd, (¥ Lalescu).
Sofufie: Curba descris de punctui P, o vom nota cu Cy, §i are ecuapa
x={a+k)cost
y={a+k)sint . Curburile celor doud curbe sunt:

z=bt

. _ .
=_2 ; i 3, Ki(t)= -—a"'—-m;, entru curba Ci.
K(t) e .penfru e.iscez.l mrcul:a.rfi,. 1(:.) @+l b P i eann -

“Forsiunile celor doud 'cusbe sunt: T(t)= ib’. , pentrd eficea circulard initialg;
. . : as - . : .

b
T\{t}= —————, pentru curba C;.
O o
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2) K(£)=Ki (1) rezultit a(a®+2ak+k"y+ab’=a’+ab?+ka®+kb®. Pentru ecuafia ak™+k{a’-

b%)=0, se obtin solutiile k;=0, ko= b -a =R{1)-2a (R(t) este raza de curburd a elicei
a

circulare initiple);

b) T(=T(1) rezuitd (a+k)y+'=a’". Ecuapia k*+2ak=0 are solutiile ki=0, ko=2a
{aceasta reprezintd elicea egald, trasatd pe acelasi cilindru, in sens invers elicei
date).

26. 53 se arate ci , dach d este distanta de la origine la planul osculator intr-un
punct M(t), far p(t) este raza de torsiune in M{t), atunci curbele :

U S
a) Hey=ti+t7 j+ <k,
%

v = c~2l
by {y=¢'cosy3t

z=e'siny3t
satisfac relatia : pd*=constant. Curbele care au aceasti proprietate s¢ numesc curbe
Titeica.

Réispuns: Tinind cont de formulele pentru p(t) si distanta d ,obfinem:

.

X v z
xl y Z‘
xIl vlI Z" 10 3
pd*=te L g)constanta=-— : b)COﬂSianL’.I:-i .
Xy oz 3 2
xIl v|I z'l
\ y zI|I

27. S se arate ¢ In orice punet al curbelor ;

x=2N x=¢' cost
a){¥v=Int,t>0, b}{y=e'sint,tecR,
zat? z=g'

raportul dintre curburi gi torsiune este constant Aceste curbe se numesc efice.

m_ — Ky _
Réspuns: 2) K(t} pETEIE L T)= Ty deci T 1;
v' = K(I} _
i h) K(t) T(t) -— ‘ﬁ = \'6.“

28. Arftafi ci tangenta in fiecare punct af unei elice, formeazi un unghi constant
cu o directie fixi.

Sulutie: K=aT , a este o constantd, rezultd Kv =aTv N
= Kv ()
F=-To.
Din (1),(2).(3) obtinem T+af'=0. Integrdnd aceastd relatic obtinem T+ afi =€, unde
T este up vector constant. Aceasti relatic se inmulieste scalar cu vectorul v gi rezulti

Prima gi a treia formula a lui Frenet sunt {
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(¥.€)=0, ndici normalz principala face un unghi constant cu o directie fixi .
inmultind relatiz (¥,8)=0 cu K objinem (7,8} = 0 =>(¥,&) = cosa |[§] (o constanta
)-Deci tangenta face un unghi o constant cu o directie fixa €.

3

x=t
29. 53 se determine functia derivabila f{t) astfel incét curba {y= %(t’ - 3t), sd fie
z=f(t)
o elice, ale cirei tangente 5% faci un unghi de 45" cu axa Oz,

1 - o= 1 (1)
: Qo -LE(), G k)=~ =2l
(=7 £ (1) N I e

LI O N
2w enteri 2

Solutie: 7 = = %

Zh=

3
=)=t +] = f(l}:%ﬂttw'—cnnst

x=g'

30. 54 se arate ci urmitoarea curbd Jy=e™ |, este o elice st $ se scrie ecuatia
z=+21t

cilindrului pe care este ea situata,

T V), e (et e ER), Ko
e' +e™t e' e

a Bk

pre i G B C R,
(e +e™)° (c' +e*)* T(t)
Pentru a determina ecuafia cilindrului notim cu Lm.n parametrii directori ai
generatoarelor cilindrului si cu @ versorul pe directia generatoarelor. Avem: cos a=

- le' —me™ ++/2 . .. . .
{(T,hi)= me 20 =, care din exercitiul 28), trebuie s fie constant. Deci

(c‘ +c“)Jl’ +m® +n?

Solutie: 7 =

= -1 = constant, deci curba este o elice.

le' —me™ +4/2n
(c‘ +e“‘)\/I’ +m? +n?
directori, pot alege 1=1,m=-1,n=0, Ecuatin unei generatoare oarecare a cilindrului
mx-ly=3 . . Xdy=A
este; , care In cazul nostru devine:
x-zl=p z=p

=ct,=> I=-m, 1=0.Tindnd cont ci |, m,n sunt parametrii

(1). Aceastd peneratoare

x=¢'

. Ly s L, [X=g
se sprijind pe curba <y=c™ | care are ecuafiile implicite ., (2). Elimindnd

Z=J§l _v:ck‘z

z z

si 1 din (1) 5i {2) se obtine ecuatia cilindrului x+y=g+? +¢ 7.
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CAPITOLUL XJ

ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFERENTIALA A
SUPRAFETELOR

O suprafafa (S} poate {i dat prin;

1. ecuatia carteziand explicitd:

z=fixy), (xy)eDcR: m
2. ecuatia carteziand implicita:
F(x,y,2) =0, xy,zeDcRY, @
3. ecuafii parameirice:
x = x{u,v)
y=y(u, v}, fu,viea, AcR 3)
z=2z{u,v)

4. ecuafia vectoriald: )
T x(u, V1 + v(u,v) ] + z(u, v}k )

Planul tangent in punctul M de pe suprafati are ecuafia:

(8 (@ @ e 0

daca suprafifa este detd prin econia (2), FeC'(D) si cel putin una dintre derivatele
partiale de ordinul Intéi este nenulf, sau:

x - x{u,v) y “Ay(u,v) z—qz(u, v)
(%) ] (%J M (g) M =G ©

&, @, &),

dac suprafata este datit prin (3) snu (4), T eC'(D) 5 f, % T, #0, unde

- UH)('.' aii - 62— - ax:' 65‘ = 52”
=— — —k =—t+—]+—k.
fo BuH-' ]+6u P v FJV'I av

Dezvoltand determinantul dup prima linie obfinem

Als- x(ﬁ,v)] + By - y(u, 9]+ ([z- 2(u,v}] 20,
unde:
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A;[ u Zu} B:—[x" z, i C= X, Yy
. v ) v . Xy _Z“ Xy Y‘,-.

Normala in M de suprafagd va avea ecuatiile;

x-x(wv)  y-y(uv)_ z-z(u,v)
A - B . C : N

Prima forma fundamentald a unei suprafefe:

ds = Edu® + 2F dudy + Gav? = ¢,

(8)
E=x{+y] vz =%,
unde; F=x,x, +y,y, +2,2, =7, -F,
G=x]+yl+2l =17
Lnghind a doud curbe de pe suprajoyd:
T e E dubu-+ F(dubv + dvsu) + Gavsv
o /2 VEdU? + 2Fdudy + Gdv? VEBU? + 2F8uby + Gov? ®
Elementul de aqrie:
%‘\
29
dA = VEG- Fidudv = VA + B2 + Cldudy -(10)
A doug formd fundamentalss a unei suprafete:
b, = L du® + 2M dudv + N dv? 11)
unde: . : S
T T SN R
VEG-F* JEG - F? VEG-F ' (12
§i: D=(%,%.5,) D'=(f,.5,.L,), D"=(%,%,.5,)
Curbura normalid 1 unei curbe C de pe suprafati notati cu 1/R este; |
1_ %
Ry L ay

Curbe pe suprafazg:

L Limii asimptotice:
' Ld + M dudv+Ndu? = 0,
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sau impartind cu du®;

Nv2+2Mv+L=0. (14)

IL.. Lintile geodezice au ecuafia diferentiala:

dx dy dz

d®x dy d*=0. {15)

A 2] C
1. Liniile de curburd su ecuaia diferengiald:

dv? - dudv du®

LM _M+NV i [E F Gl=0. (16 I
E+F' F+Gv D D’ D

Curburife priuc@a!e:
...!’._ 51 1
R, R,

sunt ridacinile ecuatiei:

1
(F- EG)%—(QMFw NE-GL)+M*~LN=0.

CIN-ME
EG-F RR,
_EN+GL-2FM _ 1

=+ -—l— curbura medie. {18)
2AEG-F*) 2R, 2R,

, curbura totald, (7

§1. INTERSECTIL CURBE PE SUPRAFATA

1. Se di suprafaga S:

X=u+v, y=u-v, z=uv, (u,v}eRL
a) S se afle coordonatele punctelor Afu =2, v=1)§iBlu=1,v=2)
b) Sa se verifice daci punctele P{4,2,3) si Q(1,4,-2) apartin suprafeiei;
¢) Si se afle ecuatia carteziand a suprafetet.

1
Raspuns: 8) A(3,1,2), B(3,-1,2); b} PeS, Qg S;c) z= E(x2 ~y?).

2. Fié suprafata:
x=u'+v, y=u'-v,. z=uv, (1, eR*

{ dreant 2x-5 2y-5 2z-1
gt dreapta: = = .
5 1 3
84 se giseasch:
) Punctele de intersectie ale dreptei cu suprafafn;
b. Punctele de intersectie ale axetor de coordonate cu suprafata.
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Rdspns: a) A(0,2,-1), B(5,1,2), €(25/12,29/12,1/4), b) (0,000

3. 54 se giiseascl ecuafia carteziand a suprafefei;
x=u+sinv, y=utcosv, z=u+m, {inv)=R"
Réspuns: (x-z+mpf +(y-z+m)P =1

4. 53 se arate cil suprafetele:

() =T @ eR® oo,

(SJ) F=ucosvi+usiny+u’k, (u,v) eR?,
. .. . N - . . - 3
desi au aceiasi ecuafie cartezian, ele nu au aceiagi imagine in R’
Rétspuns: Ele au aceiagi ecuatie carteziani : x° + ¥’ =z, originea se afld pe {5z}
dar

mu se afld pe (S;).

5. 52 se formeze ecuatia carteziani a suprafetei care are ecuatia vectoriala:
F= U0+ wj+(au+s vk, (uv)eR: "
Réspuns: (xz- y'f = %,

6. Fie suprafata:
x=u2+v+l, y=u2—v+ I, z=uv+2, (u,v)eR?

st punctut P (u=Ifv=-1) pe suprafafd. S& se scrie ecuatiile carteziene ale curbelor
u=ct. 5iv=ct cetrec prin punctul P.

= —-—x=2
Reéspuns: x=z , yox .-
X+ y=d x=@2-2F

7. Fie paraboloidul hiperbolic
Zaz=x"- yz.
a) 5i se determine o reprezentare parametric a suprafete;

b) Folosind reprezentarea parametrici de la punetul a), si se scrie ecuatitle carteziene

1.
ale curbelor u = v s LA pe suprafati. Ce curbe sunt acestea?
v

Réspuns: 1) De exemplu

1(; q 1[1 q 1 . b2
=slzthy=glo-o) as——m eR% v e,
X 2 u+.v 2\u v “ 2auv (i) eR,av
X -yi= & -yt =]
by 1 , 1 (hiperbole echilaterale).
2—5;_. 2= g

8. Se di suprafata:
x=u2+v, y=ut.v, z=uv, {u,v)cR®

u) S& se scrie ecuntiile carteziene ale familiei de curbe u=C, 5i s sz arate c3 aceste
curbe sunt drepte; ’

b} S& se scrie ecuatiile carteziene ale familiei de curbe v = C; gi 53 se arate ca sunt
curbe plane;

¢} S8 se arate ei v = u reprezinti o curbi pland.
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x+y=2C] x-y =20, ®ty=2z
Rdspuns:  a) o b ;

Cx=Cl+z Cix=z"+C3
9. S& se arate ci curbele u = k de pe suprafata - . ,
F=(u'+vi+uv-1)T+{av’ - 2v+ 3] +uvk, v eRy
sunt curbe plane. i -
Indicagie: Pentru u =1, v=t, parametru pe curbi, torsiunea T = 0.

T .
10. 5i se arate ci tangenta in punctul M(u =1, v= 3_-) la curba u = sinv de pe

suprafafa : 3 ) _ ]
T={u+cosv)i +{u-sinv)j+auk, {u,v)eR”,
este si tangentdi in M la curbau = 1.

§2. PLAN TANGENT. NORMALA

1. Se d& suprafata:
z2=5x"+ 4y -3

) Si se gitseascd o reprezentare parametricd a suprafe{ei;“ . .
b} Si se determine ecuapia planufui tangent si ecuatiile normalei la suprafaid in
punctul A{1,0,2). \
Raspuns: a) Deexemplux=u, y=v,z=5u" +4v-3;
vay.z-g-0, 1y 272
by10x+4y-z-8=0, TSR

1 S8 se determine ecuatia planului tangent st ecuatiile normalel in punctul
A(0,0,2) la suprafaa:
x1+2xy+y2+4xz+zz+2x+4y-ﬁz+8mG
Solugie:  Flind datd suprafapa F(x,y,z) = 0, ecuafia planului tangent in punctul

Po{xe,¥0,20) este:
aF 8F @q o
E,xl’n(x—x0)+(5y~l’g(yr~yﬂ)+[az PD(Z zo) 0

Normala are . .uatiile:

X—X, _Y¥"Ye  2-%
(aF] _[SFJ “[aFJ '
&% n \OY r &z B

oF oF aF
In cazul nostru avem: %};:2“2”4“2, (E] =10, Ey—sz+2y+4, (a] =4,

A A

=dx+2z -8, (%};) . -2, Planul tangent are ecuatia:

A

2|3
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10x +4y - Hz-2)=0 saup  Sx+2y-z+2=0
Ecuafiite normalei vor fi:

~J

=¥=Z
2

ml/

3. Sa se scrie ecuatia planulm tangent la ehpsmdul
LH2F+ 327 -6=0
in punciul P(1,1,1) situat pe elipsoid.
Raspuns: x+2y+3z-6= 0.

4. 54 e scrie ecuatia planului tangem 51 ecuat::le normalei la cuadrica:
A3y E=1
in punctul P de de intersectie cu axa Ox, ce are abscisa pozitivi,

Rispuns: P(»;-,0,0), planul tangent:2x -1=0, normala: it % =

z
r
5. 53 se scrie ecuatia planului tangent 5i ecua[.ule normalei fa cuadrica:
y -3z =1
in punctut P(1,1,1)

Réispuns: 5x-y-3z-1=0, —=——=—"—.

6. S4 se determine ecuatiile p!anelnr tangente la hiperboloidul:
2%t - y -3t =1,
paralele cu planul 2x - y-6z-1=0
Rispuns: 2x—y-6z= 11

7. 54 se determine planul tangent la paraboloidul eliptic 3% + y* = 2z paralel cu
planul 3x - y + z - 7 =0 5 ecuaiile normalei la plan in punctul P(-1,1,2)
X+t y~1 z-2

R +tz+2=0,—— ===
aspuns: 3x-y+z 3 =) 1

8. 84 se determine planul tangent la paraboloidul higerbolic
. Cayi=z
paralel cu planul
2x-y+3z-5=0
si normala in punctut lor de intersectie.

Raspuns: 8% -4y +12z+3 =(, Bl 6‘? +1_Lz+l

1 -1 6
9. 5& se determine punctele de pe inperbolmdul cu o pinzi:

o3y =1

in care normalele la suprafatdl sunt normale ale planului @
2x-y-6z =y13.

Réispuns: ,_@7_3’:’ ] (J_ J_,-J_)

10 5 5 -3 5
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10. Fie suprafata:
I x=utv, y=u-v, Z=1v, (u,v)eR%
SH se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei in punctul Afu=2, v=1).
x-3 y-1 z-2

Réispuns: 3 2z-4=0, ———="—=—+.
spuns: 3x-y-2z- 3 Y =

11 Fie suprafa;a
x=2u-v, y=ut+ v, z=u'-v, (u,v)eR?

g punctu[ M(3,5,7). S8 se scrie ecua;:a planuiui tangent Tn punctul M si ecuatiile

normealei in acelasi punct.

Reispuns: 18x+3y -4z-41=0, 223.¥23

~y-3 =27
18 3 -4

12. §a se afle planul tangent, normala ,5: versorl normalei la suprafata
y - - . T=ue i+ue"’]+4uvk (wv) R,

in punctul M(2,2,0).

13. Se dt suprafata:
x = {1+ Scosu)cosv, y= (1+5cosu)sinv, z=3cosu, (u,v) E(U,%}.
S se serie ecuapia planului tangent In'punctul M(u,v) pentra care avem:
cosu:%, sinv:%.

~ Raspuns: 3x+4y-5z-17=0

-14.”$4 se determine punctul suprafetel X’ - 3xy -z = 0 in care normala si fie

perpendiculari pe planul 5x + 6y +2z- 7= 0. .
11 9
Réspuns: I{ -7
pu L3

15, Se di suprafata cilindrick:-
: X+ y -2x -4y =0,

a}- 54 se scrie ecuatia planului tangent §i ecuatiile normalei in punctul P{-1,1,3};

b} S& se arate ci planul tangent este perpendicular pe planul xOy.

Raspuns: a)2x-y+3=0, ¥+l _y-1_z-3

16. S se e_iéterrnine.versoml normalei la suprafata:
T=(u+vi+uv] +ut +vIk, v eRE
inpunctuf A(u=0,v=1)

Réspuns: N 1;‘/::—]9“-&

17. Se considera suprafata:

=x3+y3
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) a) SA se scrie ecustia planului tangent §i ecuatiile normalei in punctul M(1,2,9);
b} Sa se arate i toate plancle tangente duse la suprafayd in punctele A{a,-a,0),
aeR, formeazi un fascicol de plane. _
oy . o -1 y-2 z-9
Rispuns: a)3x+12y—z—18-0,—3~_v—_—1, -
b)3a*(x +y) = z. Qricare ar fi valoarea Iui , planele trec prin punctele
0(0,0,0) 5i P(1,-1,0). :

18. 55 se determine A astfel ca suprafata (xz - ¥ = A% s4 treacd prin. punctul
P(1,2,-1} iar apoi s se determine ecuafia planalui tangent in P,
Raspuns: A=15 13x-8y+2z+5=0,
1
19. B se determine punctele de pe suprafata
x= uz, y=uv, z ﬂ_\_rz_j- 2u, (1,v) eRz, .

. : L Xy z-1 .
In care planele tangente trec prin dreapta de ecuatii Pl T2 5& se determine

ecuatiile acestor plane. )
Réspuns: M (D, Mo(13),3x~dy+z-1= 0, 8x-6y+z-1=0.

20. 5% se arate ci orice plan tangent Ia suprafata
X=q, y=v, = i%, {u,v}eR?, uv(),
determing eu planele de coordonate un tetraedru al cérui volum este constant.
Rispuns: V= 9_211_1

§3. PRIMA SI A DOUA FORMA FUNDAMENTALA A UNEI
SUPRAFETE = - ...

L. Fie suprafata
P’ +v)i+ = v*)] + uvk, (wv)eRE
a) 84 se scrie prima forma fundamentals;
b) Sa se calculeze elementul de arc peniru curbele u =2, v=1gi v= uuf 4e(0,1];
c) St se calculeze lungimen srcului curbei v = gy cuprins intre intersectiile acestein
cucurbeleu=1,v=1; . i
d) Pe suprafati se considerd triunghiul curbiliniv ABC determinat de curbele
u=2 v=lu=v. Siseafle lungimea arcului AC gi unghiul A, unde A'se afli
intersectia curbelor u=vgiv=11ar Cla intersectin curbeloru=2gi v=y,
Solufie: &) Prima formi fundamentals 2 suprafetei este:
ds’ = E dv® +2F du dv + Gdv?, L
ceo(E) (Y [éﬁ)': () ) =B +4?
unde: E (fh!) +(ﬁu) + ) (2u) +(2u) +{v) '=8u® v,
G-(av) +(5‘v] 5 ={2v) +(~2v) +(w) =8 4u?,
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Deci in cazul nostru ds® = (81.12 +v2)du2 + 2uv dudy + (Bvl + uz)dvz.

b} Pentru curba u = 2, du = 0, Inlocuind in prima formd fundameniali a suprafetei
obtinem:
d=(8v? +4)adv s ds=2v2vi+ldv.

Analog pentru celelalte curbe gasim: ds = +/8a° + ldu §i respectiv ds =
ujVza® +a? +2du.

¢} Interseciile curbei: v = au cu curbele u = 1, v=1 day punctele M(u = 1, v = a) 5i
N(u = I/e, v=1). Lungimea arcului curbei este dat de -

fa

) 2
MN:L‘:’ds:Lasza4 +i!2 +2udu72J2ﬂ4 +a'_! 7 u?.Ei

=+2a' +a* +2(i1—1].
2

d) Triunghiul curbiliniu ABC are laturile u=2, v=1 si u=v §i varfurile Afu=1,v=1),
B(u=2,v=1), C(u=2,v=2). Lungimez laturei AC este:
AC= A([i:s.

Pe curba AC, du = dv. Inlocnind in ds? obtinem:

ds® = 9u’du® + 20%du? + 9u%du’ = 200 %du? sau  ds? = 20v3dyE.

fig. 1

Deci ds = 24/5 udu. De unde rezulti:

L2
p 2
AC= fz,/s udu = 2,03 %Jl =345,
Apoi
Edudu + F(dudv + dvBu) + Gdvsv

cosA = = = = .
VEdu® + 2Fdudly + Gdv® YEB x + 2FBudv + Go'y
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Pentru curbe u = v, du = dv i pentru curba v=1, &v = 0. In punctu] A(u=1, v = B
E=9 F=1, G=09 Rezulti
Sdufu+dufu 10 5

A I R o ey 2 ——
A oo oo~ E 3

2. 5& se gasensch elementul de arc al suprafefei ,
X=u, y=v, z=uv, {u,v}eR".

Rispuns: ds* = (1 +vdu® + Zuv du dv + (1 + )2
3. 58 se calculeze lungimea arcului de curbd v = u + 1, intre punctele M;(1,2),
Mj(2,3) situat pe suprafata
- = .= 2 = 2
T =ucesvi +usinvj+ Elh[!; k, (u,v)eR"

i 3 54247
7 D §=— -3 = .
Rispuns: s 4(5»/’7 w/i)+8 n3+2v,§

4, Fie suprafata
= oos o a1 1 i
F=2u+v)i+(u +v?)] +§(u3 + vk, (n,v} eR?
58 se afle lungimea arcului curbei u =1 cuprins intre v=1 §i v= 2 g1 unghiul 8 dintre

curbelen =2, v=.1.

13 k4
R D L==, 8==,
SIS, 3 3

5. Fie suprafata o B
T=(u?+3u)i +vj+u{v+DE, (o,v)eR
84 se afle ecuatia planului tangent 1= suprafai in punctul P(-2,0,-1} si unghiul dintre
curbele de coordonate ce trec prin P.

2
Rispuns: x-y-z+1=0, e;%

6. Fie pe o suprafati .
ds’=du’ + (o’ + 2%} dv?, unde >0, (u,v) s RZ.

54 se afle unghiul 8 sub care se taie curtbele u + v = 0 §io Sv= 0 si perzimetrul
triunghiului cuebiliniu determinat de curbele v = 1, u = 1/2 av , U= -1/2 av* de pe
suprafati,

Rispuns: 8 =2arciga P= .1323.

7. Fiind dat elementul de arc al unei suprafete )
a5’ =du+ &v*, unde (u,v) = R,

si se determine unghiul sub care se intersecteazi curbele: v=2ugi v =-2u,

3
Réispuns: 0= arc cos[— 3)
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8. Se da suprafata:
T=ucosvi +usinvj + (u+ vk, (u,v) eR%
S5 se determine:
) Prima formi fundamentals a suprafete;
by Unghiul curbelor u=c, v= k;
¢) Planuf tangent si normala la suprafafd in punctul Mu =1, v= ).

Raspuns: ) ds* =2du® +2dudv + (u® + v, b) cosB=—— ) ___
\f2(cz +D

' ¢} x+y+zma=Q T =

9. Se dif suprafufa;
E=au+o(v), y=u-ag(v), 2=by, (u, v} eR?,
{a 5i b constante iar ' R—R o functie derivabils). Sa se arate ci:
a) Suprafafa este un plan;
b) Curbele v=k sunt drepte paralele,
¢} Cutbeleu=Cy,v=Cp sumt ortogonale.

Réspuns: a) abx + by - (a2 + )z =0, py 22 0k) _ y +au(k) ”j‘*’“" =290 =§‘
a

10. Fie suprafaga:
X =vcosusing, y=v sinysina, z=v cosa, (v, v) eR?,

unde o [0, ";1 este o constantd (ecuatia conulyi de rotatie cu varful in origine st de

inclinatie o figs de Oz),
a) S5 se calculeze elementul de arc §i de arie;
2
b} 54 se calculeze unghiul 8 format de curbele: v _='—"i~ +51-, v z§-+ ~§~ in punctul de
intersectie de coordonate curbilinii y = Lv=1 '

Raspuns 2} ds® = v? sin? gda? +dv?, do = vsinadudy;

s 2 .
b) cosB= 3.31:: a+] )
Jlin* @+ Yosin® o+ 1)
11. Se di suprafa; -

F=ucosvi +usinvi +u’k, (nv}eR’ su x?+y?eyz
a) Si se afle unghiul dintre cutbele u=C; | v= Ca;
b) S& scrie clementul de arc i de arie a suprafetei; :
c) 8% se afle perimetrul triunghivlui  curbitiniy  determinat de curbeleu=1, g
=v,u=.y, :
Solugie. 8) Pentru curbele u = €1, v=C; unghiul dintre ele este dat de:

F
0088 = =
vEG
unde: - -
E=(cosv)® +(sinv)? +{2u)? =144u®,
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G =(-usin V): +(ucosv)® =u’,
 F=0.
. "
Deci cgsB:O::anE. X
b) Elementul de arie este: do = YEG ~ F* dudv. Deci do= [l 1+ 407 dudv.

Elementul de arc este: ds? = {1+ 4u®Jdu® + uidv?.
¢} Fie latura BC pe curhau =1 (v. ﬁg 2). Atunci du = 0 §i ds” = dv®. De aici rezults
ci

BC= J’dv vl

du=-dv=ds® = (i +5u”)dw?, ds= I+ Su¥du= AB= [ YIv 5udu,

=3, Analog consideram AB pe curba u=-v. Deci

Blu=i, v=-1)

{u=],v=1)

u=y

Afu=1,v=0)
fig. 2

Pentru a calcula integrala facem schimbarea de variabili 41 +50% =t- ¥3i. Rezulta:

NI+5ut ”‘t‘ +I

a

-1
25t 7 Zv'_t

Jeeds (114 1) mws[ 2 l)jt_
ol

=

Atunci

,/‘+J‘ J‘+J_ L 1NG+Y5_
BJ" 2«:‘" sl
+ J_
i Tm(w) sAlmrrar )
V6 | +

V6

==t ——In{\6 + /5 gi perimetsul trionghiului  curbiliniu  este
Analog AC= -+ { )

P=2+J§+~j—gln(vr5+1/§).
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§4. TRAIECTORH ORTOGONALE

1. Fie suprafaja
X=ucesv, y=usinv, z=av, (uv)eR? p>0,
a} Si se afle elementul de arc pe suprafafi;

b} 58 se afle unghlunle triunghiului curbiliniu  de intersectie a curbelor v =]
u=12avu=-1/2v"

€) Sa se calculeze elememu! de arie;
d) Sise aﬂe irmectom!e onognna]e ale laturilor triunghiului. ]

5
Rasprms a) ds -dn +(u* +a¥)dv? HoX:R —0 g, —mcosé,Gs:arcca{—?J-

3

¢} db =vu® +3° dudy, d) La v=1 corespunde u=C,,

2y -p
arclg

B, . . 1
Ia us=caviv=g BOE r um—iﬂ'«';, v

-,
ety
P a+Cyu

2. Pe suprafata

F=ucosvi + usin v + (u ~ o)k, (u,v)eR?,

se considerd familia de curbe v = u + 2 (a parametru).’ 83 se’ determine curbele
ortogonale acestei familii.

Réspuns: w=1+Cu,

3. 5ii se afle traiectoriile onognnale ale curbelor de coordonate pe suprafafs
x=17 y=v, z= u+v, (u,v)eR?.

k) 3
Raspuns: 1a u=k, corespunde 4T+u'+v=Cl far lav=k,,u +%~+V=C2.

4. Fie suprafaga

X=ucosv, y=usinv, z=av, (uv)eR* :
S8 se giseasch curbele trasate pe aceasts suprafagi care intersectenzi curbele famlhel
En(u+\fu +a° )+C sub un unghi de 90°

Raspuns: v = —ln(u+\/u' 2]+ K

§5. LINII ASIMPTOTICE, DE CURBURA SIGEODEZICE

1. Sise detarmme ]mu[e ammptonce ale suprafetel

L Y=V, z=uyt L (uv)eR? san z= xy
Solutie: Ecuatia Imnlor astmpmhce este:

L du? +2M dudv + N dv?= 0,
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unde:

X Z

1 Tu iu zu

“-U YIHE Zuu

X zZ,

SR N o A
EG._.F" v v . v |
w Yo Tl

X
x“ yll z‘I.l
= m—y Y, Z,L
JEG-F* Y
x yW z\‘V
Rezulth ecuaia: 4v dudv + 2u dv’ =0 sau dv(2v du+u dv)= 0. De unde obfinem

dv=0,dect v=Cgi 2vdu+udv=0Deci 2vdu=-udvgl 2d_u=__ Integrind

rezulti vul =k

2. Fie suprafata:
Faul+vj+(uv+wk, (uv)eR?
S& se determine unghiul format de curbele u = k, v = ¢ de pe suprafatd §i hniile
asimptotice ale suprafetei.
kfce+1)

Réspuns: cosb = ————er—r
(k> +1)(c’ +2c+2)

,yu=gt, v=et

3. Sd se sfle liniile asimptotice ale suprafe;ei
Foui+(u+v)] +{u+vHE, (1, v)‘=R2
Réspuns:. v = c (dou# familii confundate).

4. 58 se determine liniile &mmptotlce ale suprafetei:
T=ui+uvj+ vk wv)er?
Raspuns: v=C,, v=uC,,

5, S se cEetermme liniile asimptotice ale suprafetei:

. x=u, y=uv, z=v+Iny, u>0, veR
Rdspmrs u=Ce™,u=C,.
6. S& se afle liniile asimptotice ale suprafefei:

X=uty, y= TR uy, z=uv+ 1, (Ll,\f)ERz, u>0.

Rispuns: u=C,, v =C:\f1;—u.

7. S se afle liniile asimptotice ale suprafetelor:-

) . i
a) x’=ucosv, y=usinv, 2= —, (,v)eR’, u=0,
u

b x=u, y=v,z= 3(}{ +i), (u,v)eR?, uv=0, 420,
¥ 1 .
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3
¢) x=uncosv, y=usinv, z=y3—, W)

N3

. Réspuns: a) u= Cc"':L u=C.pe ¥* Vi) r=Cv, %—%:C;;
u v

e) v=C, u=C,v,
8. Sa se determine liniile asimptotice ale suprafefei:
. z=yipx.
Rispuns: x=%, Cy=cosx. °

9.. Si se determine liniile asimptotice ale suprafetei:
z =Yy sinx.
Rispuns: x=C,, y* cosx=C,.

10. 83 se determine liniile asimptotice ale suprafefei:
Z=Xy -y
Réspuns: xy =k, x* -y* =C.

11. 5& se determine elementul de arie :; lin;izie asimptotice ale suprafitei:
z=X+

Réspups; do =y4x” +4y® + ldudy, x+iy=C (liniile asimptotice sunt imaginare).

12. 53 se arate cd toate punctele suprafetei:
1_ 1
z= u, a0,
4

sunt hiperbolice (LN-M? < 0),

13. 83 5e afle razele de curburd pnncxpaie ale suprafc}el
F=ucosvi +usinvj +avk, (Wv)eR?,
in punctui M{u,v). :

Solugie: Curbunie pnm:ip&ie — 51 —— sunt soluiile ecuatiei;

R,
(F? EG)———(?,MF NE- GL)"-+M2 LN=0

unde EF,GLMN sunt coeﬁcwntu primei si respecnv celei de a doua forme
fundamentale ale unei suprafete.
Obtinem:

E=1,G=u'+a, F=0,L =0 M=-——

W,N=0_

Ecuatin curburilor principale va ﬂ'
—{u*+a )
de unde obtinem:

2 233 2
n”"+a . u
@2 g

& a -a

R!=

. B




14. S se calculeze razele de curbura principale ale suprafetei:

X +Y_ =2z, pg=0,
P d

in punctul O(0,0,0).
Raspuns: R=p, Ry=q.

15. 83 se caleuleze razele de curburd principale ale suprafetei;

L L=, abeo,
s b* ¢
in punctul M(0,0,c).
Rispuns: R, =_£, R, =WE__ .
c c

16. 53 se afle liniile de curburi ale suprafetei;
X=u, y=v, 2=y, (u,v)el_{z. )
Solugie: Bcuatia liniilor de curbura este: - -

dv' —dudv du?
E F  :G[=0
D Dr b
Inacestcazy - E= 1+ F=1+1, G=uv, D=0, D'=1, D"=0,

dvi  -dudv  du® B SR
Obfinem: [l+v:  uv  1+u’{=0  sau  (1+v')du® = (l+u?)dv?,
0 i 0
du dv

: =+ -
) TR E
Integrand cele dous ecuatii obtinem liniile de curburd: v+v1++v? :C,[u-i-\h-i-u: !

5i (v«l-\flﬂr2 (u-i- 1+ =Cy,

17. Sise calcuieze finiile de curburd ale supsafetei:

‘X'='%('u—'i.f)'“

y_:-g(uw), (u,v)eR?

uv

z=—

2
, u+va® +b 0’
Réspuns: =C, s

v+va? +b* +v?

(u-Mja2 +b? +u1)(v+Ja2'-+b1-f~v2J=C,_.
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18. 31 se determine liniile de curburd ale supraf‘é;ei: .

X=1 y=v, z=Incosu+Incosy, u,v elﬂ,gl. o

Retspuns: lnt (3+E)=ln1 (i 35) ,(i‘. EJ - _lnt (It’_ EJ
T 2 273 g 2+4 +Cy, Intg 2+4 I_r_l.tg 2.4-:4 +C,.

19. Fie suprafata:
F=(3u+3uv® —u')i+(Gv+ 3ty - v+ 3t - vIE, (uv)eR?
Sa se calculeze:
a) Coeficientii celor doudl farme fundamentale ale suprafejei si clementele de arc s
deare, o/+ & cide $a pond
b) Curbura normali in puncial (u,v);
c) Liniile de curburi ale suprafetei;
d) Liniile asimptotice ale suprafitei;
€) Sise arate ¢ este o suprafitd minimald (H = 0).
Raspuns: a) E=9(1+0” +v')?, F=0, G=%1+u® +v')?,
L=_“’“"16—“ M=, N=—":¢§"—,a
ety R s :
ds® =91+’ + vz)z(:iu'i +d\}2), do = 9(1+u® +v?) dudv;
| ﬁ(du: -dvi)
R o1+ +v:)_’(l‘lu2 +dv:)
d) u+v=k,, u-v=k,ie) H=0

b) peyu=C,, v=C,;

20. 5ii se determine ecuatia diferentiala a liniilor geodezice ale suprafeei
L Z=xy
(paraboloid hiperbolic).

Solugie: - Ecuatia diferentials a linitlor geodezice este:

& dy - dz|
dix d% d*z=0
A B C

O reprezentare parametricd & suprafetei este:
x=u, y=v, z=uv, (Lv)eR®
Deci: A=-y, B=.y C=1,
iar iniile geodezice au ecuatia;

dx dy dz
d*x dy d’zi=0
v —u 1

21. 53 se determine liniile geodezice ale unui plan.
Indicagie: Considerdnd planul xOy el are ecuatiile parametrice:
x=u, y=v, z=0, (uv)eR
Raspuns: v = Cyu + Cy §i u = C;. Deci kniile geodezice sunt dreptele din plan.
22. e 33 suprafaga:
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5 vj + 'llJ - oyl
Kol y—V——, y -’ - Ll“-i—, 4= all¥, (U,V}ER .
3

33 sc afle:
) Lindile asimplotice;
b) Liniile de curbura:
¢} Curbura medie;
d) Curbura total3.
Raspuns: &) u=0C), v=C, b)) veur Gy, v o, ¢y H=0 (suprafatd

&4
minimadd), d) K- ————
(I vyt vy

23. Fie ehicoidul:
;\ - ueosv
Sy neinv. (weR:

fz=wv -
53 se calouloze:
a) Curbura medie:
by Curbura totald,
¢) Linifle asimptotice, linifle de curbura.
i ‘ Yiiil coipprpatotie <
Raspuns: @ H=0 W) Ko o g cdu T ™, {lniile ooimp

(a1

Infn+ yu© + | =<yt thiniile de curbura).

24. Se di suprafata: R
2L ﬂ":l g --v‘ . )

z=yat—x' ~y' —aln s tpﬂcunnnfm‘a;. At

) X +Y

a) Si se calculeze curbura medic, curburs totald, mzche de el principale:

b S&sc giscaged liniile astmptotice ate suprafeiet.

Indicatie: Reprezentarea pamm:.tma a pscudqs.fum usti

: J‘n' 7 e
X=ucosy, y=usmy, z~::nln e ‘\'.1 S
——s
nt—u” u N
Raspuns:  a} H=— e s
el USRIy i
Y .
i w; -u u
R, B
R, au R, ays® -u

u ol u
b)v:(,;d-tntg-i.v-fbg —lntgg.
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CAPITOLUL X1

ELEMENTE DE PROGRAMARE LINIARA

x

§1. GENERALITATI

Earme pentry programele linigre. Problema de programare liniarg, numlta
pe scurt program liiar, se formuleazd in R” astfel:
Si se maximizeze (minimizeze) functia:

W) (0= Deg,

cu conditiile:
@ Yaxsb  i=lk
)1

3 Yax =b  i=k+l..c
3l '

Uhd]

{4) Za X 2h i=e+l,...m
=3

() x, 20 j=12,..

Functia f{x} se numeste ﬁmc;r‘a obiectiv a programului. Relagiile (2) - (4)
se numesc restricifile programidui, iar inegalitatea (5) poarta numele de comditii
de nenegativitare,

Programele liniare scrise sub urmiitoarele dousi forme:

9

[:3
max gclxj
L > .
2ax b i=12..m o,
=
X 20 [=12...n
respectiv;
min gcsxI
i
28X zb,  i=12..m
X, 20 i=12...n

se numesc programe liniare sub forme canonice.

Un program liniar scris sub forma:
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0
A
v
S
"
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n
. maEx(min) 2o,
BRI fst o

-n

28X =b  i=12..m
it .

X; 20 i=12..n

se nunieste program finiar sub forma standard,

Clasificarea solutiilor. Un vector ke R” care satisfice restrictiile st conditiile de
negativitate alé programului se numeste soligie adinisibils (pasibild} st program.

Un vector xeR" cu m componente nenegative (20) ¢ cu n - m
componente nulé, care verifich restrictiile programului se nemeste  sofutic
adiisibild de bazd (program de bazd). O solutie admisibili de bazi . care are m
componente strict pozitive §i it - m componente nule se numeste solulie admisibili
de bazd nedegencratd, O solufie admisibili de bazi care are maj putin de
componente strict pozitive, jar restul componentelor nule, se numeste solic
admisibild de bazd degenerand,

O solufie admisibila de baza pentru care functia obiectiv devine optima
(maximi , minima ) se numeste solufic aptimd.

Domeniul {Tionson). Multimea punctelor din R" care verifica refatiile (2) - (5)
(multimes soluiilor adrisibile) formeasi domenind programulyi liniar (1) - (5,
care s mal nesiieste §i Forson. Solufiile admisibile de baza  sunt wirfirs ale
tronsomilui.

O functie liniard #5i atinge valoarea Optimd pe un tronson intr-un veirf, pe

o Ruechié, sall pe o fapd (hiperplan) al tronsonuiui.

§2. METODA SIMPLEX (ALGORITMUL SIMPLEX PRIMAL}

Sa considerim un program liniar pentru maxim sub forma standard:

- n
mex 2.6%,
=
(6) 2 =b  i=12..m
j=1
X, 20 j=12...n (m<n)

5isd definim vectorii:
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iy, bx

4y, [
PJ = j=i2 n P, =

a,, \b,,

Atunc restrictitle programulyi {6) s striv sub forma;

n

(7) 2Px =P,

Si  presupunem ci  se cunoaste o solutie admisibiti  de bazz a
programului (6}, anume:

(B) x,=0 .. X »0x. =60 . Ky =0

L]

In acest caz relatia (7) se mai scrie:

(9) R = ini: '
i=1

inr functiz obiectiv capitd valoarea:
.m
(10) z=2cx,.
(31

Relatta (10) ne aratg o functia obiectiv & programuluj (6) se poate
exprima cu djutorul solugiitor admisibile de bazi ale sale. Stiind c3 aptimul
programuilui se atinge inti-o astfel de solujie (respectiv, intr-un virf, Pe o muchie,
sau pe o fafi - a tronsonudii siu) Tigseamnd ¢i trebufe s trecem de la solugia de
bazi (8), In alth  solutie adiisibilz da bazi . pentru caré valoarea functiei
obiectiv este mai mare. :

Presuparem ca {p,, ... Py, . Put formeaza obazi |, Ei i coresprnde
solulia admisibili de bazk (8) Noug solutie admisibili dé baza corespunde ungi
baze 1Py, . PP Py, LByt care s¢ obiine din baza precédenti prin
fnlocuirea vectorlui Py cu un amimit veclor Py (I>m).

Inrmport cubaza Py, By, Pt s3 facem nuitniile;

N ms
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Indicii k st | se aleg in felul urmitor:

z—c, = min {zj—c]}; —+ = min {—}
m<jsn "%, »0x, >0

Noua solutie admisibila de bazd se determind prin formulele:

X=X, —-—x,, i=l...m izk
Xy
X
X ==t
Xy

Functia obiectiv capita valoarea:

X,
X'= z——L(z, -c )
Xy

Componentele vecterilor din afara noll baze se calculeaza
formulele:

Xy . .
-—x, i=l...m izk

Xy

Algoritmul simplex primal (pentru maxim)
a) Se determind o bazii inifiald §i se calculeazi numerele:

Xy 2 2 -G, Xy

by} dacd tofi 2 - ¢ = 0, programul (x;) este optim.
b;) dacil existd z-¢; <0, se de.Lerminﬁ 1 din relatia:

z-c=mindz- ¢t (Pyintrd Inbazi ).
¢} Criteriul de iegire din bazi :

¢} dac tofi xi < 0, problema are optim infinit.
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dupa

¢y} dach existd x> 0, se determind k din relatia:

o mia {"—} (P, icse din bazi),
Xp Xy
% >0,x,; >0

d) Pentru noua bazi se reia pasul a).

Observatii;
1), Calculele se fac cu tabele simplex care pentru baza {P), ... Py, ... Pt are

forma:

CB VB [ VV [¥] Cg Cm Cm+l Ci Cn
B
x| Xk Xm Xmil X1 Kin
C1 Xt i ] ] 0 Kim+l X5 Xin
Ck ¥k -X-k 0 1 0 Ki.me1 Xkl Kin
Cm Xm im 0 0 1 Fmmt | Xt Xmn
z 0 0 0 Zmii-Cmet 21 -G Zy = Ca

2.} Pentru un program liniar de minim se foloseste acelagi algoritm simplex, cu
deosebires cd Py se determind prin eriterind 2 - ¢ = max { Z-g b, sau eventual se
tine seama ci :

min f(x)=-max(—f(x)), TcR?
xeT ) xe% ) :

1. 5it se rezolve programul linfar:

max (3x; -+ 2Zxp + x3 + x4 + 5%s)
3K F Xy-%5=3 )
X]+X1-3Xq=~12
XpFRytRs=4
Xz0i=1,...5

Redspuns: Solutie optima ; G,D,ﬂ,%,ﬂ), valpares optim ; 3I+%_
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2. 8& se rezolve programul liniar:
max (2x; - Xz + 4x3)
5%; - %2-%X3 21
3Xp -3+ x3s3
G+ 2% +3Ikg =6
X)1,%2,% 20
Reispuns: Solutie optimii (:?-,
3. Sa se afle maximul functiei:
=%+ 2%+ 3x3 - X4
o restrictiile:

g .38
(}.; , valoarea optimi ; 7

X+t ANzt xe =10
X+ 2%+ 3%; + X5 =15, x 20
2%+ Xz + 5x3 +xg =20
Indicatie; Tabelele simplex care rezolvi problema sunt:
Coef. Nec.
Cj ai Xj Po i 2 3 -1 { 1] Bl
nec.
de bazd | de bazi Py Py Ps P4 Ps Ps A
-1 —xi | 1D 1 Z1 1 1 0 0 &
0 Xs 15 1 Z 3 0 t o | 1512
0 X5 20 2 1 5 0 0 I 20
z S0 [ 2 a1l 0 0
Aj=gy -2 2 4 4 0 9] 0
2 X2 5 1/2 1 112 1/2 0 0 10
0 X5 5 0 0 [_T_I -1 1 1]
{ Xg 15 3/2 0 a2 -1/2 0 1 10/3
z +10 | 1 2 1 1 0 0
2 = Xa 154 |-1/2 1 0 - 34 -1/4 ) 5
3 X3 52 0 0 1 -1/2 12 9
0 Xg 154 | 32 0. 0 7] -9/a I 15/7
7 15 1 2 .3 0 1 0
A=cgi-z 0 t] 0 -1 -1 0
-1 Xa 10 1 2 1 1 0 0 10
0 Xs 15 1 2 3 0 1 0 5
0 “—xs | 20 2 ! 0 0" 1 @
z; 10 | 2 - N ] 0
Ai=g-z 2 4 4 0 0 0
-1 X4 & 35 /5 Q 1 0 -1/5 10/3
0 X5 3 |-vs @8 o 0 L -3
3 X3 4 2/5 1/5 1 0 0 1/5 20
z I3 35 6/5 3 -1 0 4)5
A=ci-z 2/5 16/5 0 0 0. -4/
-1 «xq4 | 15/7 | B 0 o 1 057 AT @
2 X2 1577 § -1/7 i G i T Ty
3 X3 2517 3/7 0 ! 0 -1/7 27 2503
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o | 1 2 3 4 5 6 7 8
z 90/7 | 17 2 3 -1 1607 a7
A=ci-z 6/7 0 a 0 -16/7 a7
I X1 5/2 i 0 0 76 320 273
2 X2 512 0 1 4] 1/6 172 -1/3
3 X3 5/2 0 0 i -1/2 /2 0
z 15 i 2 3 0 1 0
Ai=g-z 0 0 0 -1 -1 0O
I _ . 15 5
Raspuns: fmax = 15 realizat pentru x; = 0, Xy E =, S 0,xs =0,
15
Xg = e
4. 83 se afle Fouay 51 Gy pentru
£=9x4 - 14x5 - Bxg
cu restrictiile;
Xy +x4-—x5»~x6=2
X —5x4+4x5+7x6x2 xiaﬁ.

Xy +2xy, Fhg~Kg =35
Réspuns: £ = 19 pentru (0,10,0,3,0,1),
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fom =—3 pentru (37/13,0,0,18/13,29/13,0).

5. 8% se determine maximul functiel:
F=x + 2% +2x%3 + x4
in conditiife:
1
X, —Xy TR = 1 .
l X, +X; - ®, =1 x, =0
Raspuns; Functie nemirginits,
6. S& se determine minimul functiei;
F=x;- X4~ Xs
in condifiile;
{xl +x3+x4—x5=2
) Xg~Xg =Ky +Xg =] % 207
Raspuns. Functie nemirginith |

187




7. 84 se determine minimul funcfiei:
=% - 3x3+ 2xs
in condiiile:

X bk, =xy  R2 =7

- 2x, +4%; +X, =12 x, 20,
— 4%, +3x, +8x, +x, =10

Raspuns: fim=-11 pentru {0,4,5,0,0,11).

8. 53 se afle minimul functiei:

= 3% - X3+ 12x3 + 234 45
cu restrictiile:

q:{‘.,_: - - Ty 0 —Xs=1_ - x=20,
R 0%, +x, +2%; =3

Raspuns: foin =1 pentru (0,3,0,1,2)

* 9. 8# se determine minimul functiei:

f=ux+ %2
in condifiile:
2%, =%, +x =4
x,le; J-+x4 =4 x, 20, )
XX, +%s=5 ]

Réispuns: fos = -2 pentru (2,0,0,2,3).

16. 54 se determine maximul functiei:

f=-3x) + 4% - 2x3
cu restrictiile;
X +3X, +2x,=3
I, +3%, +x,=4 x; 20
Indicagie: Deoarece sistemul de restrictii nu confine baza unitlarﬁ vom rezalva
problema in doud faze.

Faz I Se déterminé maximul funcjiei:
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—_ a a
gE= u(x4 + xj)
cu restriciile:

{xl+3x:+2x3+x: =3

3%, 43, X, b xd =4 X,% 20"

unde o > 0 §i x5, x3 sunt variabile artificiale.

Coef. : : ’
gz |Nec.x;| Py 0 0 0 -0 -t By/Aj,
aec.
de de P1 Pl P3 Pq“ Psa Aj
bazi | baza
| e ‘2 3 1 3] 2 1 o a5
o a 4 3 3 1 0 i 473
X5
Zj -70 -4y, -00 -3o 0 -t
A= -z 4ot 6o 3o 0 0
0 X2 1 1/3 ; 2/3 1/3 0 3
o | exd |l 7 0| . -1 1 (]
Z -t -2u [ o o - o
A=ci-z 2o 0 R - N
0 X2 5/6 0 1 516 12 -1/6
0 X 12 1 0 - -1/2 -1/2 12
z 0 0 0 0 0 o
Ai=cgi-g 0 Y 0 - o

Faza IL. Se determini funciia fcu restrictiile obtinute din ultimul tabel simplex al
fazei I din care se nl# turd varizbilele artificiale.

Coef. g Nee.
ai nec. Xj pn -3 4 -2 ijAjl;
debezi | debazi 1) P Py .
4 X2 5/6 H 1 5/6
-3 E X1 1/2 1 0 -1/2
Zj 11/6 -3 4 29/6
Ai=¢-z 0 0 -41/6

Réspuns: foi = 11/6 peatru 1/2,5/8,0).

11. 84 se determine maximul functiei:
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3 g o

e

f=2x) - X3 + 3x3 +2%4

in conditiile:

X 42x, %, +3x, =3

2%, =%, + Xy~ X, =4 X, 20

3k, +x, +2x, =8

Réspuns: Problema este imposibila.

12. 88 se determine maximul funciiei:
F=3x1 +x - 23 +2xy - Xs

in condiiile;

XFX, o+ 44Xy 4+ X, +x,=11

Xy b X 42K, - X, =4 X, 2z

2%, =%, 5%, —4x, ~ dx, =10

Raspuns: frae =31 pentru {9,0,0,2,0)

13. 58 se determine minimul functiei:

i f= X - 2% - 3%+ xy
in conditiile:

X+ 2%, 3x, =15
2, + %, + 5%, =20 X, 20,
X R 4x 4%, =10

Rispuns: f3 = -15 pentru (5/2,5/2,5/2,0).

14. 88 se determine maximul fncgici:
f= 3x;-2%1+ 4%

in conditiile:
2, +x, - 2%, =4
X, + 2%, -2%,=5 X 20
Rdspuns: Functia nemérginita.
15. 84 se determine maximul funcliei:

fa= 3x; - 2xp + A3
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in conditiile;
{x, +3%, + 2%, =3
3x, 3%, +x,= 4 x, 20

Raspuns: fnax =7 pentru (1,0,1).

16. Si se afle maximal 5i minimul functiei:
f=-3%; - 2%2 - 2x5

in conditiile:
2%, 3Ky =Xy + Xy +X, =0
2, 3, -x,=0 x, 20.
=2%, - 2%, t%,  F4x, =1

Raspuns: fuax = -1/4 pentru (0,1/8,5/4,13/8,0),
Fuin = ~59/2 pentru (41/10,21/5,0,0,22/5).

17. 58 ze afle maximul i minimul funetiei:
f=x1+2x:- %4

cu restrictiile:

Jx, +2x, +x, +x;=12
—x, + 2%, ~ 2, +4x, =13 X, 20,
X N, Xy X, =7

Réspuns: finax = 1/2 pentru (0,0,5/2,9/2,15/2) 5 (0,45/8,5/8,3/4,0),

fuin = -1 pentru (3,0,0,4,5).

18. 8& se afle maximul si minimul funcfiei:
f=-3x + %2+ 3% +%g

in conditiile;
X, +2%x, ~%x; +x,=0
2%, - 2%, ¥ 3%;+3x, =9 X, 20
X X2, —x, =6
Raspuns: fipe = 195/14 pentru (0,27/14,57/14,3/14),
foin =7 pentru (1,1,3,0).
19. 84 se afle maximui functiei:

f=x1-%-xtx
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cu restrictiile:

fx,—x:+2x3+3x4—x5 £6
Ky +2x, —x%, +x, 22 X, 20
lx, +3x, =1

Reispuns: fu =1 peotru {1,6,0,0,0,2).

20. S& se rezalve programul linjar:

min (5x; - 2xz - x3)
0x;+ 2% -3x%356
X1+ 3%+ 2x3=12
25«2t 4dxaz 4
xz20, i=1.23.

Rispuns: fz, = -5217 pentru (0, 20/7, 12/7)

S& se rezolve prin metoda grafich urmatoarele programe liniare:

21. max (- x; +2x2)

Zx, +3x, 56
X —x, 52
2%, 4+ X, <2

x 20, x,20
Reispuns: £ = 4 pentru (0,2),
22 max (- x; "f'Xz)- =

2%, 4%, 2
X —X%,€2
X +X,55
20 x,20

Réspuns: fnex = 3 pentra (1,4).

23. min (- %y + x3}
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24,

X -2, 52
X, +%,£5
W, ~X, 22

%20 x,20

Réaspuns: £yin = 3 pentris (1,4).

min (-x:+x3)

2%, +%, 52
-X,+2%, 28
X, +x, 5

%20, x,20

Réispuns: Nu are soluii.
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